Ubungen zur Komplexen Rechnung in der Elektrotechnik

Aufgabe 1

Gegeben ist nebenstehende Schaltung.

Berechnen Sie den Komplexen Ersatzwi- — YV — YV
derstand Z der Schaltung sowie seinen Be- o——¢ R, Ly R3 Ly ¢—o

trag Z und den Phasenverschiebungswin-
kel . Folgende Werte sind bekannt:

Ry =100 Ry =200 R3=200%2
Ry=100Q L;=0,1H Ly=0,1H w=1000s""

| | | |
e e
RQ R4

Aufgabe 2

Gegeben ist nebenstehende Schaltung.
Berechnen Sie den Komplexen Ersatz-

widerstand Z der Schaltung sowie sei- —s Ry Ly Ry
nen Betrag Z und den Phasenverschie- 4&, Cz by
bungswinkel ¢. Folgende Werte sind be- ! 3
kannt:

w = 1000s*

Aufgabe 3
Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen Sie die Wi-
derstinde Xp; und X¢ so, dass der Gesamtwiderstand Z der X1, X0
Schaltung gleich 10 €2 reell wird!
Bekannt sind die Werte X7 =8 und R = 16 2. Xe R
Aufgabe 4
Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen Sie
den Widerstand R; so, dass der Gesamtwiderstand R,
Z der Schaltung reell wird! Folgende Werte sind be-
kannt: Xo | R
' o—+—] —o
Xe=2Q X; =80 Ry =49 X
Wie grofl wird damit der Ersatzwiderstand Z der Schal- Y\
tung?



Aufgabe 5

Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen Sie den Wi-

derstand X9 so, dass der Gesamtwiderstand Z der Schaltung X7 X
reell wird! Bekannt sind die Werte: o—/VW\T|
Xe1=50Q Xp=12,5Q Ry =20Q. Xen E
Wie groff wird damit der FErsatzwiderstand Z der Schal- . 1—

tung?

Aufgabe 6

Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen
Sie den Komplexen Ersatzwiderstand Z der Schal- L R;
tung! Bekannt sind folgende Werte:
w=100s"' L;=0,5H Ly=1H
Cy =500uF Cy=100uF Ry =200
Ry=50Q R3=50Q R4=309Q

Aufgabe 7

Die Strome in nebenstehende Schaltung koénnen
durch ein Lineargleichungssystem beschrieben wer-
den. Stellen Sie das Gleichungssystem auf und be-
rechnen Sie die Komplexen Stréme [, I, und I;. Be-
kannt sind die Werte:

2y =1Q—353Q; Zy=20Q — j4

Zy=j2Q U =jiV: U,=4V

Aufgabe 8

Bestimmen Sie die Strome I, I, und I3 in

den Auflenleitern des nebenstehend dar-
gestellten Dreiphasenwechselstromnetzes L1
mit U; = 400V! Stellen Sie dazu ein Li- %%
neargleichungssystem fiir die drei Kom- LY LY I
plexen Strome I, I, und I; auf und l16sen X E X

Sie das Gleichungssystem. Berechnen Sie L CT
anschliefend die gesuchten Betrdage der

Strome I, I, und I3. Bekannt sind die

Werte:

X, =10092; Xc=200Q; R=50Q

[~




Aufgabe 9

Nebenstehende Schaltung ist an eine Wechselspan-
nung von

U = 100V angschlossen. Die Bauteilwerte sind: o | | .

Xo =200 'L In
XL =250 XL R
R=50Q

Gesucht sind die Stréme I im Kondensator, I, in o .

der Spule und Iz im ohmschen Widerstand.



Hier die Losungen mit Losungsweg

Aufgabe 1 Gegeben ist nebenstehende

Schaltung. Berechnen Sie den Komplexen YWY YWY
Ersatzwiderstand Z der Schaltung sowie —o—¢ Ri Ly Rs Ly ¢——o
seinen Betrag Z und den Phasenverschie- R: R:
bungswinkel ¢. Folgende Werte sind be- 2 4

kannt:

R, =1008Q Ry =2001) Rs =200 R, =100 Li=0,1H Ly,=0,1H
w=1000s""!

Losung: Wir bestimmen zunéchst aus den gegebenen Daten die komplexen Wirk- und
Blindwidersténde.

R =100Q = R;=1000
Ry =200 = R, =2000Q
Ry =200 = R;=2000Q
R, =100Q = R,=1000
X1 =1000s"'-0,1H=100Q = X;, =;100Q
X5 =1000s1-0,1H=100Q = X;, = ;1000

Ich fasse R; und X ; mit der Formel fiir die Reihenschaltung als Z; zusammen.
Z; =R, +X;; =100 + 71002

Ich fasse Z; mit Rs zu Z5 zusammen. Dazu verwende ich die Formel fiir die Parallel-
schaltung.

g _ LBy _ (1002 + 5100€2) - 200Q 20000 Q2 + 520000
" Z,+R, 10024 5100Q4200Q 30092+ 51000

Damit die Zahlen und die Einheiten nicht so grofl werden, klammere ich im Z&hler und
im Nenner 100 €2 aus und kiirze dadurch.

7 _ 10092 - (2002 + j2002) 20082 + 52002

2 1009 - (3 + 41) B 3+ 51

Das muss ich jetzt aufteilen konnen in Real- und Imaginérteil. Dazu muss ich den Bruch
Konjugiert Komplex erweitern.

_ 20002452009 3—j1  600Q — 2009 + 600 +200€Q 800 + 5400
B 3+ 41 3—j1 32 412 B 10
Z, = 80Q+4j40Q




Ahnlich miissen wir auch die rechte Teilschaltung zusammenfassen. Die Reihenschaltung
aus R3 und X5 bekommt den Namen Z3. Die Parallelschaltung von Z3 mit R, nenne
ich dann Zj.

Zs Ry (20092 + 7100€2) - 100 2 20000 02 + 510000 Q2

N Zs+R, 200Q+4100Q+100Q 3009+ 51009
10092 (2009 + 5100Q) 2009 + 5100 Q2
B 10092 - (3 +41) B 3+ 41
~ (2009 +51009) - (3 —41) 6009 — 200 + 3002+ 1009 700 + ;100 Q)
B (3+41)- (3 —j1) N 32 4 12 N 10

Z, = T0Q+ ;100

Um den Gesamtwiderstand Z zu bestimmen, muss ich nun noch Z, und Z, addieren.
2="7,+72,=80Q+740Q+70Q + j10Q = 1502 + 550

Mit den entsprechenden Formeln kann ich dann den Betrag Z und den Phasenverschie-
bungswinkel ¢ von Z berechnen.

Z = /(ReZ)2 + (ImZ)? = /(150 Q)2 + (50 )2 a2 158 2
Im7Z

= arctan —— = arctan
14 ReZ 1

Z%1589| Y~ 18,43°

OQ 0




Aufgabe 2 Gegeben ist nebenstehende
Schaltung. Berechnen Sie den Komplexen o—e Ry L Ry
Ersatzwiderstand Z der Schaltung sowie 4([7 Ca b

seinen Betrag Z und den Phasenverschie- ! 3
bungswinkel ¢. Folgende Werte sind be-

kannt:

Ry = 1002 Ry = 2002 L; = 200mH C; = 2puF Cy = 10puF C; = 2uF
w = 1000s™*

Losung: Wie schon bei Aufgabe 1 bestimmen wir zundchst aus den gegebenen Daten
die komplexen Wirk- und Blindwiderstande.

R =100Q = R, =100Q
Ry, =200Q = R, =200
X, =w-L=1000s""-200mH =200Q = X, = ;2001
1 1
Xeop = = =500Q = X, =—;j5009
1T T, T 10005 -2 uF fe1=
1 1
Xeo = = =100Q = Xg = —51009
2= 5 G, 10005 - 10 uF ce2 =)
1 1
Xeg = =500 = Xg3=—5500Q

w-Cy 10005 1-2uF

Als néchstes werden R; und X mit Hilfe der Formel fiir die Reihenschaltung zu 7,
zusammengefasst.
Z, =Ry +X;; =100Q + 52002

Nun kann man mit Hilfe der Formel fiir die Parallelschaltung Z; und X1 zu Z5 zu-

sammengefasst werden. Nachdem die Werte eingesetzt und zusamengefasst sind, wird

ausgeklammert, gekiirzt und Konjugiert Komplex erweitert, um Z, in Realteil und Ima-

gindrteil aufspalten zu koénnen.

7, — Zy - Xy _ (100 Q2 + 520092) - (—75002) _ —450000 % + 100000

- Z, +Xop 1009 + 52002 4 (—5500€2) 100 €2 — 73002

10082 - (—7500 Q2 +100092) ~ —35500 410002 (—5500€2 + 1000 €2) - (1 + 53)
1009 - (1 — 33) B 1—33 B (1—33)-(1+343)

—7500 €2 + 1500 €2 + 1000 €2 + 730002 2500 €2 + 52500 €2

12 + 32 B 10

= 250 + 72502

Die Parallelschaltung aus Ry und X¢3 nenne ich Z3 und berechne sie mit der Parallel-
schaltungsformel. Anschlielend wird wieder zusammengefasst, ausgeklammert, gekiirzt
und Konjugiert Komplex erweitert.



R, X3 2009 (—75009)  —510000092% 1009 - (—510002)

R, + X3 2009+ (—55009) 2009 — 55009 1009 - (2 — 55)

—j1000Q  (—410009) - (2+45)  —j2000 4+ 50009  —;2000 €2 + 5000 €2
2—3j5  (2—45)-(2+45) 22 + 52 B 29

~ —j68,97Q + 172,41 Q

N
w
|

Die drei Widerstande Z5, X9 und Z3 sind in Reihe geschaltet. Ich kann also den Gesamt-
Scheinwiderstand Z mit der Reihenschaltungsformel berechnen und zusammenfassen.

7 = Zy+Xo+7Zs = 250 Q+5250 2 — 5100 Q— j68,97 Q+172, 41 Q = 422, 41 QO+ ;81,03 Q)

Der Betrag und der Phasenwinkel dieses Widerstandes kann wieder mit Hilfe der Grund-
formeln berechnet werden.

Z = +/(ReZ)? + (ImZ)2 = /(422,41 Q)2 + (81,03 Q)2 ~ 430,11 Q)

Iz o SL03Q
= arctan —— = arctan ——— =
voT MMl R T e o T

Z ~430,11Q p ~ 10, 86°




Aufgabe 3 Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen X711 Xio
Sie die Widerstande X1 und X¢ so, dass der Gesamtwiderstand

Z der Schaltung gleich 102 reell wird! Xe
Bekannt sind die Werte X7 =8 und R = 16 2. T

Losung: Um das Problem l6sen zu kénnen, stelle ich die Formel auf, mit deren Hilfe Z
aus den Blind- und Wirkwiderstdnden bestimmt wird. Dabei setze ich die unbekannten
Grofen X;; und X, an mit:

Xp=7Xp uwd  Xgo=—jX¢

Mit diesem Ansatz erreiche ich, dass ich nur zwei reelle Gréflen, ndmlich X; und X,
bestimmen muss. Die Liste der verwendeten Grofie siecht demnach also so aus:

R=160Q = R=16Q
X5 =80 = X, =80
Xpn=Xr = X, =jXg

Xc:_jXC

Die Reihenschaltung aus X7, und R nenne ich Z; und erhalte mit der Formel fiir die
Reihenschaltung:
Z;=R+X,, =160+ 3580

Zy ist zu X parallel geschaltet. Diese Parallelschaltung nenne ich Z,. Ich bestimme Z,
mit der Formel fiir die Parallelschaltung.

, _ Zi-Xe _ (169+80Q) (—jXe) _ —jl6QXc +80Xc
T 7, +Xe (16Q+80) + (—jXe)  16Q+580 — jXo

Hinzu kommt noch X;;, wenn ich den Gesamtwiderstand Z bestimmen will:

—j16QXo + 8 QX¢

Z =X, + 2= jX
S TY oMY oy om

Da Z = 109 (reell) bekannt ist, kann diesen Wert fiir Z einsetzen. Ich erhalte dann eine
Komplexe Gleichung mit zwei Variablen.

—j16 QXc + 8QXc
16Q+ j8Q — jX¢

100 =X+

Eine solche Gleichung 16st man am besten dadurch, dass man sie in Komponenten-
gleichungen aufspaltet. Damit das moglich ist, muss ich die Gleichung vorher mit dem



Hauptnenner multiplizieren, um keine Briiche mehr zu haben. Die Aufspaltung ist
nimlich nur bei Linearen Gleichungen moglich!

—j16 QX +80X¢

16Q+ 580 — jX¢

10Q-(16Q+3j80 —jXe) = jXp-(16Q+358Q —jXe) —j16 QX + 80X

160 Q% + 78002 — j10QXe = j16QX, — 80X, + X1 Xo — j16 QX +8QX | + 7102 X,
16092 + 8002 = j16QX, — 80X, + X, X¢o — j6 QX +80QXe

100 = jX,+ |- (16Q+j8Q — jX¢)

Diese Komplexe Gleichung kann nun aufgespaltet werden in eine Gleichung mit den
Realteilen und eine andere Gleichung mit den Imagindrteilen.

Re: 160Q° = —80X, + X, X¢ +80X¢
Im: 809% = 16QX, —6QXc

Ich l6se die Gleichung aus den Imaginérteilen nach X auf, um das Ergebnis in die
andere Gleichung einzusetzen.

800 = 160X, —6QXc| +6QX¢

800 +60Xs = 16QX,|:16Q
5Q+2XC = X



Einsetzen in die Reelle Gleichung:

1600Q* = —80Xp + X Xc +80X¢
3 3
1600Q* = —8Q(5Q+ éXC) +(5Q+ §XC)XC +80X¢
3
1600Q° = —400% - 30Xc +50Xc + gXg+8m<c| +40 Q2
2000% = 1OQXC+§X5|-§
1600 80 1600
— 0 = —QXe+ XA - —Q?
3 3 WXo+ el ==
1
0 = xz4 Vgx, 100
3 3
40 40 \?* 1600
X = ——0Q+ —0Q 0?2
c1/2 3 \/( 3 ) + 3
_ A0, \/160092 L 4800,
3 9 9
4 /64
_ __OQj: 6 00QZ
3 9
= 104 %
3 3
40
XCI - EQ
12
XC2 — —TOQ:—ZLOQ
Die Losung X¢oo = —40€2 entfillt, denn es konnen nur positive Werte eingesetzt wer-
den. Sonst wire C' eine Spule! Die Losung Xcoo = %OQ setze ich in die umgeformte
Imaginérteil-Gleichung ein.
3 3 40

Die Losungen lauten also: | X, =10Q| | X¢ = $Q ~ 13,30

10



Aufgabe 4 Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Be- Ry
stimmen Sie den Widerstand R, so, dass der Gesamtwi-
derstand Z der Schaltung reell wird! Folgende Werte sind Xo | Ry
bekannt: i X,
Xe=2Q X; =80 Ry =49 M
Wie grofl wird damit der Ersatzwiderstand Z der Schal-

tung?

Losung: Um das Problem l6sen zu kénnen, stelle ich die Formel auf, mit deren Hilfe Z
aus den Blind- und Wirkwidersténden bestimmt wird. Dabei setze ich die unbekannten
Grofle R, an mit:

BQ =R

Mit diesem Ansatz erreiche ich, dass ich nur eine reelle Gréfle — ndmlich R — bestimmen
muss. Die Liste der verwendeten Grofe sieht damit dann so aus:

R, = 40
R, = R

X, = j8Q
Xe = —j2Q

Beginnen wir mit der Zusammenfassung der Parallelschaltung aus R; und Xo. Den
Ersatzwiderstand nenne ich 7.

El'XC
z, = 5—<—
R, + X¢
4Q - (—j2Q)
404 (—j29Q)
—j8 02
40— 420
—540Q
Zl — ‘7—

2—7

Mit Z; in Reihe geschaltet ist Ry. Den Ersatzwiderstand dieser Reihenschaltung nenne
ich Z5. Wir kénnen Z, berechnen.

Zg - Z1+EQ
—74Q

Z2 == j—"—R
2—]

11



Parallel zu 75 ist X geschaltet. Damit konnen wir nun den Ersatzwiderstand der ge-
samten Schaltung Z aufstellen.

Z o ZQ'XL
T Z,+ X,

_i4Q .
(& +R) - j8Q
= —j4Q ,

(;_j +R>+y8Q

Bevor wir weiterrechnen, sollten wir diesen Term vereinfachen. Dazu fassen wir im Zéhler
und im Nenner des Hauptbruches die Teilbriiche zusammen, damit wir anschlieend die
Nenner der Teilbriiche herauskiirzen konnen.

(;ﬂ‘f.ﬂ +R> L j8Q

J

7, =
(;j—j‘j’JrR)ﬂssz
(*J492+j(2ﬂ)> L j8Q
T JAQIR(2—j)+j8Q(2—7)
2—j
B (—j4Q+ R(2— 7)) - j8Q
 —j4Q+R(2—j) +58Q(2 — )
B (—j4Q+2R —jR) - j8Q
 —jAQ+ 2R — jR+ j16Q — j28Q
23202+ j16QR — j28QR
 —jAQ+ 2R — jR+j16Q+8Q
7 _ 3202 + j16 QR+ 8QR

- 2R — jR+j12Q+8Q

Nachdem wir nun den Term fiir Z vereinfacht haben, gibt zwei grundsétzlich verschiedene
Wege, wie man weiterarbeiten kann.

1. Wir kénnen den Term fiir Z in einen Realteil und einen Imaginérteil aufspalten.
Dann kénnen wir den Imaginérteil gleich Null setzen, um dadurch R zu bestimmen.

2. Da Z laut Aufgabenstellung als reelle Grofle bekannt ist, konnen wir Z = Z setzen.
Dadurch erhalten wir die Moglichkeit, die Gleichung in Real- und Imaginirteile
aufzuspalten. Wir bekommen dann zwei Gleichungen mit zwei Variablen, ndmlich

Z und R.

Um die Vor- und Nachteile der beiden Verfahren besser unterscheiden zu kénnen, fiihre
ich nacheinander beide vor.

12



L6ésungsweg 1

320 +j16QR+8OR
~ 2R—jR+j12Q+8Q
3202+ j16 QR + 8 QR
(2R+8Q) — j(R —129Q)
(3202 4+ j16 QR+ 8QR) - (2R +8Q) + j(R —12Q))
(2R+8Q) —j(R—12Q)) - (2R +8Q) + j(R —12Q))
(3202 + j16 QR+ 8QR) - 2R+ 80+ jR — j12Q)
(2R+80)?2+ (R—12Q)2
64 Q2R + 256 0 + j32 Q%R — 384 03 + j32QOR2 + j128 Q2R — 16 QO R?
AR? +32QR + 6402 4+ R2 — 24 QR + 144 Q2
+19202R + 16 QR? + 64 Q2R + j8 QR? — j96 Q2R

320 2R + 256 Q3 + j64 Q2R — 384 O3 + j40 QR?
5R2 + 8 QR + 208 2
320 2R + 256 Q3 6402R — 38403 + 40 QR2

7 =
L = SR isORT 2082 )T BRE 1 SOR T 20342

Da Z reell sein soll, ist der Imaginérteil von Z gleich Null. Damit bekommen wir eine
Gleichung zur Bestimmung von R.

Im(Z) = 0
64°R — 3840° + 40QR> 0 | Nenner
5R? + 8 QR + 208 Q2
640°R — 3840 +40QR* = 0
40QR* +640°R—384Q° = 0 |:40Q
R*+1,6QR—9,60* = 0 | p-g-Formel
Ripy = —0,8Q0++/0,6402+9,602
= —0,80+3,20Q
R, = 2,40
Ry = —4Q (entfillt)

Die Losung lautet also | R = 2,4 €2 |, denn negative Widerstdnde gibt es nicht.

13



Losungsweg 2 Als alternative Losungsmethode kénnen wir Z = Z setzen. Dadurch
erhalten wir die Moglichkeit, die Gleichung in Real- und Imaginérteile aufzuspalten.
Wir bekommen dann zwei Gleichungen mit zwei reellen Variablen, ndmlich Z und R.

, _ 320°+jI60R+8OR
- 2R—jR+j12Q+8Q
3202 116 QR +80QR
7 = +J i |- (2R — jR+ j12Q +8Q)

2R— jR+j12Q+8Q
QRZ — jRZ + j12Q7Z +8QZ = 320°+ j16QR+8QR

Aus dieser komplexen Gleichung kénnen wir nun zwes reelle Gleichungen machen, indem
wir die Gleichung in eine Gleichung fiir die Realteile und eine andere fiir die Imaginérteile
aufspalten.

9RZ — jRZ + j120Z +8QZ = 3202+ j16 QR +8QR
Re: 2RZ + 807 3202 4+ 8QR
Im: —RZ+12Q07Z = 16QR

Das Gleichungssystem losen wir, indem wir die Gleichung aus den reellen Anteilen nach
Z auflosen und in die andere Gleichung einsetzen.

2RZ +807Z = 320* +8QR
7 -2R+8Q) = 320°+8QR |:(2R+8Q)

g 320% +8OR
2R +8Q
, _ 80-(4Q+R)
2-(R+49Q)
Z = 4Q

Das Ergebnis setzen wir in die Gleichung aus den Imaginérteilen ein.

~RZ+129QZ = 16QR
~R-4Q+12Q-4Q = 16QR
—4QR+480% = 16QR |+4QR

4807 = 20QR |:20Q
2,40 = R
R =240

Jeder mag fiir sich selbst entscheiden, welchen Losungsweg er einfacher findet.

14



Zum ersten Losungsweg miisste noch die fehlende Grofie Z bestimmt werden. (Im zweiten
Losungsweg entfillt das, weil die Losung Z = 42 quasi nebenbei angefallen ist.) Dazu
setzen wir den gefundenen Wert R = 2,4 () in die gefundene Formel fiir Z ein.

B0 R4 2560° | G1Q°R — 3840° 4 40QR?
5R2+8OR+20802 '/ BRZYSOR+ 20802

7 =

Laut Aufgabenstellung ist der Imaginérteil ImZ = 0. (Das ist der Bruch hinter dem j.)
Daher kénnen wir ihn der Einfachheit halber auch gleich weglassen. In den so verein-
fachten Term setzen wir dann R = 2,4 () ein.

320 Q*R + 256 ?

B SR? + 8 QR + 208 )2
3200%-2,40Q + 256 Q3

5-(2,4Q)% + 802,40 + 2082
768 O + 256 O3

28,802 + 19,2 Q2 + 208 22

1024 O3

256 €22
= 40

Gesamtwiderstand Z = 4 ()

15



Aufgabe 5

Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen Sie den Wi-

derstand X9 so, dass der Gesamtwiderstand Z der Schaltung X7 X
reell wird! Bekannt sind die Werte: o—/VW\T|
Xe1=50Q X, =125 R;=209. Xen R
Wie groff wird damit der FErsatzwiderstand Z der Schal- T
tung?

Losung: Um das Problem l6sen zu konnen, stelle ich die Formel auf, mit deren Hilfe Z
aus den Blind- und Wirkwiderstanden bestimmt wird. Dabei setze ich die unbekannten
Grofle Xy an mit:

XC2 =—jX
Mit diesem Ansatz erreiche ich, dass ich nur eine reelle Gréfle — ndmlich X — bestimmen
muss. Die Liste der verwendeten Grofie sieht damit dann so aus:

Xey = —j509Q

X, = 712,5Q
R = 20Q

Xeg = —JX

Ich beginne mit der Zusammenfassung aus X und R. Diese nenne ich Z;.
Zl :XCQ+E:_]X+QOQ

Parallel zu Z; liegt X¢q. Diese Parallelschaltung nenne ich Z,.

Z - Xen
2 L+ X
7 _ (=i X +209) - (—j50 Q)
2T X 42005500
—50 QX — 510002
Z, =

- 200 — j(X +509)

In Reihe zu Zs liegt X;. Damit erhalte ich den Gesamtwiderstand Z:

7 = Zy+X,

500X — 100092
7 = 12,50
T Wo—jx+s00) 1

Ab hier gibt es wieder — wie bei den vorangehenden Aufgaben auch — zwei unterschied-
liche Losungswege.

16



L6ésungsweg 1

—50 QX — 51000 Q2
7 = - j(Xj—|— 509) +712,5Q | Konjugiert Komplex erweitern

_(SB0QX — j100002) - (00 4+ X +50Q) o
T 200 j(X 1509 (200 (X +500)] 7

| —100002X — 502X — j2500 02X — 200002 + 1000 92X + 5000008
- 40092 + (X + 5090)2 I

, _ —IS0QX?— j2500 02X — j200009° 45000000
£ = 40092 + (X + 50 Q)2 s

Der Bruch kann nun in Realteil und Imaginérteil zerlegt werden. Das geht dann auch
mit dem gesamten Z.

50000 3 —50QX?% —25000%2X —200009%
Z = +7 + 712,59
400 Q2 4 (X + 50 Q)2 400 Q2 4 (X + 50 Q)2
50000 2° ((—500QX? — 2500 Q*X — 20000 Q?
Z = +J + 12,50
400922 + (X + 50 Q)2 40092 + (X + 50 Q)2

Laut Aufgabenstellung ist Im(Z) = 0. Daraus kénnen wir eine Gleichung zur Bestim-
mung von X machen.

—50 QX2 — 2500 Q2X — 20000 2

400 Q2 4 (X + 50 Q)2
—50 QX? — 2500 *X — 20000 Q° + 12,50 - (400Q* + (X +50Q)%) =
—50 QX? — 2500 2*X — 20000 Q2° + 12,50 - (400 Q* 4+ X? + 100 QX 4 25000%) =
—50 QX7 — 2500 *X — 20000Q° +12,5Q - (2900 Q* + X* +100QX) =
—500.X% — 2500 Q%X — 20000 Q> + 36250 Q® + 12,5 QX? + 12502 X =
—37,50X% — 1250 0°X +16250Q° =

+12,5Q = 0 |- Nenner

o O O O O

Wir haben eine Quadratische Gleichung erhalten, die wir nun mit der p — g—Formel
16sen koénnen.

17



—37,50X% —12500%X +162509Q° = 0 |:(=37,5Q)

1 1
X2+ EQX _ ﬂQQ = 0
3 3
50 2500 3900
Xipp = —=Q+ 02 Q2
1/2 3 \/ 9 + 9
4
X1/2 - —@Q:i: 6 OOQZ
3 9
50 80
X1y = —2Q+ 20
1/2 3 3
130

Ergebnis: | Xpy = —710Q | oder: | X = 1062

Fehlt noch Z. Da ImZ = 0 ist, ist Z = Z = ReZ.

50000 Q3 (—50 QX2 — 2500 022X — 20000 Q3

7 — ' 12,50
* 0002 1 (X 15002 7 )

“ T 10002+ (X 15002 7
50000 3
40092 + (X +50Q)2
50000 Q3

40092 + (10Q + 50 Q)2
50000 Q3

400 Q2 + (602)2
50000 3

400 Q2 + 3600 Q2
50000 23

4000 Q2
Z = 12,50

Ergebnis: |Z =2 =12,50Q
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Losungsweg 2 Alternativ ergibt sich auch hier wieder die Moglichkeit, aus einer
Komplexen Gleichung zwei Reelle Gleichungen zu machen. Das allerdings geht nur,
weil Z = Z ist!
—500QX — 51000 Q?
Z = 112,50
y 200 _j(X+509) 1
—500QX — 51000 Q2

Z = QOQ—j(X+5OQ)+j12’5Q | - Nenner
Z-200 (X +50Q)] = —500QX —;j10000Q% + j12,50Q-[20Q — j(X + 50Q)]
Z (200 —jX —j50Q) = —50QX — 10000 + j12,5Q-(20Q — j X — j50Q)
2007 — jX7Z — 5007 = —500QX — 51000 Q* + 72500 4+ 12,5 QX + 625 Q2
2007 —jXZ — 35007 = —37,50X — j750 Q% + 625 Q3

Diese Gleichung kénnen wir nun ein eine Gleichung mit den Realteilen und in eine mit
den Imaginérteilen zerlegen. Das ist der eigentliche ,, Trick® bei diesem Verfahren.

Realteile: 2007 = —37,50X +6250?2
Imaginirteile: —XZ —50QZ = —7500?2

Da dieses Gleichungssystem nichtlinear ist, kommt als Losungsverfahren wohl nur das
Einsetzungsverfahren in Frage. Dazu lose ich die Realteilgleichung nach Z auf und setze
das Ergebnis in die Imaginarteilgleichung ein.

2007 = —37,5Q0X +625Q% |:20Q
Z = —1,875X 431,250

Eingesetzt in die Imaginérteilgleichung:

~XZ-50Q7 = —750Q2
—X - (—1,875X +31,25Q) —50Q - (—1,875X +31,25Q) = —7500?
1,875X% — 31,25QX +93, 750X — 1562,50° = —750Q° |+ 75003
1,875X2 +62,50X — 812,50 = 0 |:1,875
1 1
x2+%QX——330092 =0

Da diese Gleichung auch schon beim ersten Losungsweg auftrat, kann man den Rest der
Losung dort nachlesen; der restliche Losungsweg ist identisch.
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Aufgabe 6

Gegeben ist nebenstehende Schaltung. Bestimmen
Sie den Komplexen Ersatzwiderstand Z der Schal-
tung! Bekannt sind folgende Werte:

w=100s"t L, =0bH L,=1H

Cy =500puF C5=100uF Ry =200

Ry, =50Q R3=5002 R;=300Q

Losung: Zur Losung bestimme ich zunéchst die entsprechenden Blindwidersténde aus

der Kreisfrequenz und den L- und C-Werten.

X =w-Li =100s"1-0,5H=500

Xpo=w-Ly=100s"1-1H =100
1 1
Xy = = =200
“UT L 0, 10081500 uF
1 1
Xeo = = =100
“ " W Cy 100s!-100 uF
R1:2OQ
Ry =500
Ry =500
Ry =300

U

4

A

Xp1 =750Q
XLQ — leOQ

Xey = —51000

R, =209
R, = 500
Ry = 500
R, =300

Ich beginne bei der Reihenschaltung aus R3 und L. Den zugehorigen Teilersatzwider-

stand nenne ich Z;.

N

1 = ES+XL2

N

502+ 5100 Q2

Parallel zu Z; ist Cy geschaltet. Den zugehorigen Teilersatzwiderstand nenne ich Zs.

Xl
- Xeo + 24y

—51009Q - (50 Q + 7100 Q)

— 10092+ 50Q + 1002
—55000 Q22 + 10000 2

50
Z, = —j100Q+ 2000
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In Reihe zu Z, ist R4 geschaltet. Den zugehorigen Teilersatzwiderstand nenne ich Z3.

Z3 == E4+Z2
= 300 — 5100 + 2002
Z, = 2309 — 51009

Parallel zu Z3 ist R, geschaltet. Den zugehorigen Teilersatzwiderstand nenne ich Zj.

Q

Parallel zu Z, ist C}

Q

Q

Q

Zs - R,
Zs+ R,
(2302 — j100Q) - 500
2300 — 7100 + 50
11500 Q2 — j5000 022
2800 — 1000
(1150092 — 75000 ©22) - (280 2 + 5100 Q)
(2802 — j10042) - (2802 + 7100 2)
3220000 Q3 + 71150000 Q2 — 71400000 Q2 + 500000923

78400 22 + 10000 £22
3720000 2% — 5250000 Q?

88400 €22
42,0819 — j2,828)

geschaltet. Den zugehorigen Teilersatzwiderstand nenne ich Zs.

Zy-Cy
Z.+C,
(42,081 Q — j2,828Q) - (—j20 )
42,0810 — j2,828 Q) — j20
—j841,6202 — 56,56 Q2
42,0810 — j22,828 )
(—j841,62 Q% — 56,56 02) (42,081 Q) + j22,828 ()
(42,081 Q — j22,828 Q2)(42, 081 Q + 522, 828 (2)
—j35416 Q3 + 19212 QO3 — 2380 Q3 — j1291 O3

177102 4 521 Q22
6832 Q3 — 36707 Q3

2292 ()2
7,344Q — j16,029)
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In Reihe zu Z5 sind R; und L; geschaltet. Damit ergibt sich der Gesamtwiderstand Z
der Schaltung.

N
|

X +24s+ Ry
JH0Q 4+ 7,344 — 716,020 + 2012

N
¢

Z~27,344Q + 533,98Q
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Aufgabe 7

Die Strome in nebenstehende Schaltung koénnen
durch ein Lineargleichungssystem beschrieben wer-
den. Stellen Sie das Gleichungssystem auf und be-
rechnen Sie die Komplexen Strome I, I, und I;. Be-
kannt sind die Werte:

Z,=10— 30 Z,=20— jA0;

2y =328 U, =j4V; U,=4V

Losung: Nebenstehend ist das Gerippe der Schaltung dargestellt, mit

dem ich die Schaltung analysieren mochte. Da ich mit dem Ma- L I
schenstromverfahren arbeiten mochte, wéhle ich zunéchst einen -
, Vollstindigen Baum*, der alle Knoten (hier allerdings nur zwei) auf
einem eindeutigen Weg miteinander verbindet. Dieser auf einen einzigen
Strich ,, verkiimmerte“ Baum ist in Farbe dargestellt. Damit erge-
ben sich die Maschenstréme I; und /5, mit denen das Gleichungssystem aufgestellt wird.
Die Masche 1 verlduft iiber Z;, Z3 und U;, Masche 2 entsprechend iiber Z,, Uy und Zs.

]
4

(1) Zy-Li+2Z3-(L+L)-U; = 0
(2) Zy-1,+ 72, (12 + 11) -U, =0
(1) Zy-Li+23-1,+7Z3-1, = Uy
(2> ZQ'IQ+Z3'IQ+Z 11 = UQ
(1) (Zl + Za) L+4Zy 1, = Uy
(2) +Zs- L+ (Zy +2Z3) L, = U,

Nun konnen die gegebenen Werte eingesetzt werden.

(1) (2, +Z5) - 1, +45-1, = U
(2) +4s5-1; +(Zz + Zg) L, = U
(1) (1Q—j3Q+j2§2)-11 +52Q-1, = j4V
(2) J2Q -1, —I—(2§2—j49—1—j29)-12 = 4V
(1) (1Q—510)-L +j280-1, = j4v
(2) J2Q -1, —l—(ZQ—jQQ)-lz = 4V
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Zur Losung kann man natiirlich jedes beliebige Losungsverfahren fiir Lineargleichungs-
systeme Verwendenﬂ

Ich mochte gern das Additions-/Subtraktionsverfahren verwenden. Damit beim Subtra-
hieren die Variable I, wegfillt, multipliziere ich Gleichung (1) mit j2 und Gleichung (2)
mit (1 — j1).

(1) (1Q—j1§2)-11 +52Q -1, = j4V |-(j2)
(2) J280 -1 +(2Q—52Q)- 1, = 4V |- (1—41)
(1) (22-3529)-1 +5°4Q-1, = j’8V
(2) (jQQ—jQQQ)-ll +(2Q—j29—j29+j229)-12 = 4V —j4V
(1) (72242Q) -1, +4Q-1I, = 8V
(2) (j2Q2+20) -1, +(2Q2-720-3520-20)-1, = -4V +j4V
(1)  (2Q+2Q)-1, +4Q-1, = 8V |
(2) (j2Q2+20) -1, —j4Q -1, = —4AV+j4V |-
(4Q—44Q)-1, = 12V —j4V |:(4Q—j4Q)
[ — 12V-jav
=2 4Q—74Q
12 - %A

1—j
(8=41)-(1+51)

I, = 7~ —2

L = ©nagn

12 _ 3+]13_—]:72_.7 A
_ 3+j3—j+1

12 B 4+ 12+1 A
_ J

I, = A

I, = 2A+ 1A

In Frage kommt beispielsweise das Einsetzungsverfahren, das Additions-/Subtraktionsverfahren, die
Cramersche Regel oder das Gauf-Jordan-Verfahren. Einzelheiten zu den verschiedenen Verfahren
sind hier zu finden:

Einsetzungsverfahren: http: / /www.dk4ek.de/mathematik /einsetz.pdf
Additions- /Subtraktionsverfahren: http://www.dk4ek.de/mathematik/add.pdf
Cramersche Regel: http://www.dk4ek.de/mathematik/cramer.pdf
GaufB-Jordan-Verfahren: http://www.dk4ek.de/mathematik/gauss.pdf
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Das Ergebnis setze ich in Gleichung (2) ein, um I; zu bestimmen.

2Q-L+(2Q—-352Q)-1, = 4V

2L, +(2Q—-352Q) - (2A +j1A) = 4V

21, +4V +352V —j4V — 22V = 4V

21, +4V+352V -4V 42V = 4V
j2Q-L,+6V —352V = 4V |-6V+j2V

j2Q-1, = —2V452V |:520Q
—2V 442V j
11 - - .~
724 J
Lo —j2V + 22V
o 7220
_— —j2V =2V
o —20Q

I, = 1A+4j1A

Damit kann nun I3 bestimmt werden:

Li=L+L=1A+j1A+2A+j1A=3A+; 2A

Zusammengefasstes Ergebnis: |I; = 1A + j1 A L=2A+; 1A I; =3A+j2A
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Aufgabe 8

Bestimmen Sie die Strome I, I, und I3 in

den Auflenleitern des nebenstehend dar-
gestellten Dreiphasenwechselstromnetzes L1
mit Uz, = 400V! Stellen Sie dazu ein Li- %g
neargleichungssystem fiir die drei Kom- IY LY I
plexen Stréme I;, I, und I; auf und 16sen XLE X

Sie das Gleichungssystem. Berechnen Sie

anschlieend die gesuchten Betrdage der T
Strome I, I, und I3. Bekannt sind die

Werte:

X, =10092; Xc=200Q; R=50Q

(-

Losung: Um einen besseren Uberblick zu er-
halten, wird die Schaltung zunéchst etwas um-
gezeichnet. Dabei werden aus dem Dreiphasen-
Wechselspannungsnetz nur die Spannungen U;o und
U,3 verwendet; mit diesen wird aber trotzdem das
komplette Netz vollstédndig beschrieben. Zur besse-
ren Orientierung habe ich die Punkte, die die Au-
Benleiter L1, .2 und .3 sowie den Sternpunkt N be-
zeichnen, mit in die Schaltung eingetragen.
Nebenstehend ist das Gerippe der Schaltung dargestellt, mit dem ich die

Schaltung analysieren mochte. Da ich mit dem Maschenstromverfah- L I3
ren arbeiten mochte, wéhle ich zunédchst einen ,, Vollstdndigen Baum*,
der alle Knoten (hier allerdings nur zwei) auf einem eindeutigen Weg
miteinander verbindet. Dieser auf einen einzigen Strich , verkiimmerte
Baum ist in Farbe dargestellt. Damit ergeben sich die Maschen-
strome [, und I3, mit denen das Gleichungssystem aufgestellt wird. Die Masche 1 verlduft
iitber X, X¢ und Upo, Masche 3 entsprechend iiber R, X und Uss.

Bevor wir beginnen koénnen, sollten wir die komplexen Spannungen festlegen. Ich lege
Uy, in die reelle Richtung. Damit ist:

Die Spannung U, eilt der Spannung U,, um 120° nach. Damit ergibt sich fiir Uy,:
Uy = 400V - e79120° — 400V - <cos(—120°) +jsin(—120°)> ~ —200V — j346,4V

Weiterhin ist:
X, = j X1 = j1000

Xo = —jXco = —j2009
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Jetzt konnen wir einen Maschenumlauf fiir Masche 1 und Masche 3 aufstellen.

() Xp-L+Xe (4 +13) = Uy, 0
B) R-L+Xo-(L+L)+ Uy 0
(1) Xp L+ Xo LT +Xo - Iy U,
(3) R-L+Xo-L+Xc-1 — Uy,
(1) (XL+XC) '11 +>—<C T4 U12
(3) XC ’ l1 + (E + XC’) s _Uzg
Nun konnen die gegebenen Werte eingesetzt werden.
(1) (Xp+Xe) L +Xo- I3 = Up
(3) Xc : 11 +(E + Xc) : 13 = —U23
(1) (41002 — 520092) - I, —72009Q2 - 14 400V
(3) —5200Q2 -1, +(50Q — 42009Q2) - 14 200V 4 7346,4V
(1) —7100€2 - I, —j2002-1; = 400V
(3) —j200Q2 -1, +(50Q2 —35200Q)-1; = 200V + ;346,4V

Multipliziert man Gleichung (1) mit —2, dann koénnen die beiden Gleichungen einfach
addiert werden. I, fillt dann weg.

(1) —41009Q -1, —j200Q -1, = 400V |- (=2)
(3) —j200Q-1, +(50Q—3200Q) I, = 200V + j346,4V

1) 420091, 174000 -1, = —800V |

(3) —j200Q-1, +(50Q—35200Q) I, = 200V +j346,4V |+

(500 + j2009) - L, —600V + j346,4V

L — —600V+,346,4V
=3 50 247200 ©
L. — —12+56,928 A
=3 1—j4
=J .
L — —12+j6,928  14j4
=3 1—j4 1444
I 712+j48+j6,928+27,712A
=3 1+16
L — 15,712+j54,928A
=3 17 »
I, ~ 0,9242A + 43,231 A

Zur Bestimmung von I, setze ich das Ergebnis in Gleichung (1) ein.

—j100Q -1, — 520092 - (0,9242 A + 53,231 A) = 400V
—5100Q -1, — j184,84V +646,2V = 400V |+ ;j184,84V —646,2V
—j100Q -1, = j184,84V —246,2V | :(—51009Q)
_— j184,84V — 246,2V j
o —§100Q j
—184,84V — j246,2V
11 =
100 2
I, ~ —1,8484A —j2,462A
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Mit diesen Ergebnissen kann nun auch I, bestimmt werden. Nach der Kirchhoffschen
Knotenregel gilt:

11+12+13 =0 ’_11_13

12 - _11_13
I, = —(—1,8484A — j2,462A) — (0,9242 A + j3,231 A)
I, = 1,8484A +2,462A —0,9242 A — j3,231 A

I, ~ 0,9242A — 50,769 A

Mit diesen Daten kénnen wir nun die Betrége der drei Stréme bestimmen. Zur Erinne-
rung vorweg die zugehorige Grundformel:

1= /(Rel)? + (TmI)?

I = /(1,8484 A)2 + (2,462 A)2 ~ 3,079 A
I, = /(0,9242 A)2 4 (0,769 A)? ~ 1,202 A
I3 = 1/(0,9242 A)2 + (3,231 A)2 =~ 3,361 A
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Aufgabe 9

Nebenstehende Schaltung ist an eine Wechselspan-
nung von U = 100V angschlossen. Die Bauteilwerte
sind: o |I
Xo =200 P
XL =250Q XL R
R =500

Gesucht sind die Strome Io im Kondensator, o o

I, in der Spule und Iy im ohmschen Wider-

stand.

Losung: Zunichst stelle ich die verschiedenen angegebenen Grofien im komplexer Form

dar:
Xe = 200 = X, = —j200Q
R = 502 = R = 509
U = 100V = U = 100V
Ich fasse X und R zum Ersatzwiderstand Z; zusammen.
7, — X, R
X, +R
0 J250-50Q
2504500
71250 Q2
500+ 5250

(1250 22)(50 2 — j25 Q)
(502 + j25Q) (502 — 525 Q)
562500 Q3 + 31250 Q3

2500 Q2 + 625 2
31250 Q% + 562500 Q3

31252
Z, = 100+ 200

In Reihe zu Z; ist X geschaltet. Ich erhalte den Gesamt-Ersatzwiderstand der Schal-
tung:

Z = Xe+7
= —j20Q4 109+ 5209
Z = 100
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Als néchstes bestimme ich den Gesamtstrom, der durch Z flieft. Da dies zugleich der
Strom im Kondensator ist, nenne ich ihn /.

U

. = —

1o Z
_ 100V
100

Mit diesem Strom kann ich die Spannung an der Spule und dem Widerstand berechnen.
Er flieBt durch den Ersatzwiderstand Z;. Ich nenne die Spannung deshalb U;.

Ul - Zl 'lC
= (10Q+;20Q)-10A
U, = 100V 43200V

Mit Hilfe dieser Spannung kann ich den Strom [ in der Spule berechnen.

Uy
X,
100V + j200V . .
= , | erweitern mit j
725€
7100V — 200V
—25Q

Ebenso geht es mit dem Strom I im Widerstand.

IR = %
~ 100V + 5200V
n 50

I, = 2A+j4A

Gesucht sind aber nicht die komplexen Stréme I, I» und I;, sondern deren Betrége
Ir, Ic und I. Diese konnen wir mit der Wurzelformel |z] = z = \/(Rez)2 + (Imgz)?
berechnen.

Tn=+/(2A)2 + (4A)2 ~ 4,472 A

Io =+/(10A)2 = 10A

I =+ (8A)2+ (—4A)2 =~ 8,944 A
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