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1 Das Prinzip des Verfahrens von Gaul3

Carl Friedrich Gauss hat das Additions-/ Subtraktionsverfahren[ﬂ systematisiert und wei-
terentwickelt. Das von ihm vorgestellte und nach ihm benannte Gauflsche Eliminations-
verfahren eignet sich dadurch besonders gut zum schematischen Losen, wie es Rechner
durchfithren kénnen. Spéter wurde das Verfahren durch Wilhelm Jordan noch etwas
verfeinert. Auch diese Verbesserung mochte ich mit vorstellen.

Wir gehen von einem Lineargleichungssystem n-ter Ordnung aus, das in Normalform
angegeben ist. Das bedeutet, wir haben n Gleichungen und ebensoviele Variablen. Die

Variablen sollen x1, xs, . . ., x, heilen. Damit sieht das Gleichungssystem folgendermafien
aus:

a;1ry +taprs +... +apr, = bl

91T, +a9exry ... +a1nxn = b2

A1 +apats +... +appr, = by

Hierbei kommen Doppelindizes vor, beispielsweise a21E]. Dabei bedeutet die erste Zahl
die Zeile, in der der Koeffizient steht und der zweite die Spalte. Der Koeffizient aq;
steht also in der zweiten Zeile in der ersten Spalte, der Koeffizient a,, in der 1. Zeile in
der n-ten Spalte.

Wir schaun uns dazu ein Beispiel an. Gegeben sei dieses Gleichungssystem:

(1) 3z —2y +2z = 10
(2)  4x +2y -3z 1
3) 2z -3y 42z =T

In diesem Beispiel wire © = x1, y = x5 und z = 3. Entsprechend ist a1, = 3, a2 = —2,
ais = 2, b1 = 10, Usw.

Zur Vereinfachung der Schreibarbeit schreibt man das Gleichungssystem in Form einer
Matrix auf. Das sieht dann so aus:

ay;y a2 ... QAip b1
ao91 A2 ... QAip b2
Al Qp2  -.. Qpp by

Es werden also nur die Koeffizienten (einschliefllich Vorzeichen) aufgeschrieben, nicht
aber die Variablen und die Gleichheitszeichen.

'Einzelheiten siehe auch hier: http://www.dk4ek.de/mathematik/add.pdf
2Gesprochen wird das als ,,a Zwei Eins“, nicht als ,,a Einundzwanzig®.


http://www.dk4ek.de/mathematik/add.pdf

Fiir unser Beispiel sieht die Matrix damit folgendermafien aus:

3 =2 2 10
4 2 -3 1
2 -3 2 7

Das Ziel beim GauB-Jordan-Verfahren besteht darin, die Matrix in folgende Form zu
bringen.

10 ... 0 K&
01 0 ks
00 ... 1 k,

Wenn es gelingt, die Matrix so umzuformen, dass vorn in der Matrix nur Nullen mit
Einsen in der Diagonalen stehen, dann stellen die Parameter k; ...k, die Losungen fiir
x1...x, dar, denn dazu wiirde das Gleichungssystem in dieser Form passen:

1'1’1 —I—OZL‘Q —I—OZL‘n = k’l
0'1’1 —|—1ZE2 —|—O£En = ]{?2

Noch deutlicher wird das, wenn das Gleichungssystem zusammengefasst wird:

0 —|—1'2 Ce —f-O = k?g
0o +0 ... +z, = k,

Die k-Werte sind dann direkt die Losungen fiir die z-Werte. Das Ziel ist also klar, aber
wie kommen wir dahin?

Zunachst muss oben links in der Matrix eine 1 stehen. Dazu dividiert man die erste Zeile
durch ay;. Dem entspricht eine Division der ersten Gleichung durch aq;.

Es kann nun sein, dass a;; = 0 ist. In diesem Fall miisste man durch Null dividieren, was
ja bekanntermafien nicht geht. Dann ist es aber moglich, die erste Zeile (Gleichung) mit
einer anderen Zeile (Gleichung) zu tauschen, bei der der erste Parameter ungleich Null
ist. Mindestens einer muss ungleich Null sein, anderenfalls ist das Gleichungssystem
unterbestimmt.



Wir fithren das nun an unserem Beispiel durch.

3 =2 2 10
4 2 =3 1
2 -3 2 7

Als néchstes miissen unter der 1 in der ersten Spalte Nullen erzeugt werden. Das ge-
schieht dadurch, dass zu jeder der nachfolgenden Zeilen (Gleichungen) ein passendes
Vielfaches der ersten Zeile (Gleichung) addiert wird, so dass jeweils vorn die Null ent-
steht. Was heifit das konkret?

Die zweite Zeile muss dazu mit dem —aq;-fachen der ersten Zeile multipliziert werden,
die dritte mit dem —as;-fachen, usw. Das fithren wir nun an dem Beispiel durch.

Die zweite Zeile entsteht, indem die erste mit —4 multipliziert und elementweise zur
zweiten hinzuaddiert wird.

1z 2o

14 17 37
0 3 -3 —%
2 -3 2 7

Die dritte Zeile entsteht, indem die erste mit —2 multipliziert und elementweise zur
dritten hinzuaddiert wird.

1 —2 2 1o
3 3

o 4 _ _&
35 32 31

0 -3 5 3

Damit ist der erste Schritt abgeschlossen. Man betrachtet nun die ,, Restmatrix®“, die sich
ergibt, wenn man die erste Zeile und die erste Spalte in Gedanken herausstreicht. Das
erste Element dieser , Restmatrix® ist nun ags. Um dieses zu 1 zu machen und darunter
Nullen geht man genau so vor, wie bei der ersten Zeile beschrieben. Fiir die dritte und
gef. alle weiteren Zeilen geht man ebenso vor.

Wir wenden das jetzt wieder auf unser Beispiel an. Die zweite Zeile muss durch % divi-
diert werden. Da man bekanntlich durch einen Bruch dividiert, indem man mit seinem
Kehrwert multipliziert, konnen wir die zweite Zeile auch mit % multiplizieren. Die Null
in der ersten Spalte wird dadurch nicht beeinflusst.

1 —2 2 1
3 3

0 1 -1 _d
;s 4

0 -3 35 3



Nun muss a3y = 0 gemacht werden. Dazu wird das g-fache der zweiten Zeile zur dritten
hinzuaddiert.

1 —2 2 10
3 3 3

0o 1 - -3
w4

0 0 -5 — &%

Zum Schluss wird noch die letzte Zeile durch —% geteilt, damit die letzte fehlende 1 in
die Diagonale kommt.

[ _2 2 1
0 :i 1; 337

T 14
0 0 1 3

2 Die Erganzung des Verfahrens von Jordan

Im Prinzip konnte man hier schon aufhéren, denn aus der dritten Zeile geht sofort der
Wert fiir 3 = z hervor. In eine Gleichung . iibersetzt“ steht da ndmlich 1-x3 = 3. Das
Ergebnis konnte man in die vorletzte Zeile (Gleichung) einsetzen, um damit sofort die
vorletzte Variable zu berechnen, usw. An dieser Stelle hat Wilhelm Jordan angesetzt
und das Verfahren ergénzt. Man erhélt damit die Nullen oberhalb der aus Einsen beste-
henden Diagonale, wie oben beschrieben.

Das Verfahren zur Erzeugung dieser Nullen lauft &hnlich dem Verfahren ab, das wir bis
hierher benutzt haben; man fangt nur nicht oben links, sondern unten rechts an. Genau-
er: zur ersten Zeile wird das —ay,-fache der letzten (n-ten) Zeile hinzuaddiert. Dadurch
entsteht senkrecht iiber der untersten 1 in der ersten Zeile eine 0. Alle Elemente davor
bleiben erhalten. Das fiihrt man Zeile fiir Zeile bis zur (n—1)-ten (vorletzten) Zeile durch.

Anschliefend denkt man sich die letzte Zeile weg und macht entsprechendes mit den
davor liegenden Zeilen, bis iiberall die gewiinschten Nullen stehen. Wir sehen uns das

an unserem Beispiel an.

2 10
B &
4
1

— wino

1
0
0 0

—

2

Die letzte Zeile muss mit -3

erhalten diese Matrix:

multipliziert und zur ersten Zeile addiert werden. Wir

1 -2 0 4

3 3
0o 1 -3 -%
0 0 1 3

2
1 -2 0 3
0 10 1
0 013



Damit ist die hintere ,,Nullenspalte* fertig. Nebenbei bemerkt kann man jetzt auch schon
ablesen, dass zo =y =1 ist.

Nun kommt die zweite Spalte dran. Uber der mittleren 1 muss eine Null entstehen.
Dazu wird zur ersten Zeile das %—fache der zweiten Zeile addiert. Wir erhalten dann
dieses Ergebnis:

1
0
0

o = O
_ o O
W = N

Damit haben wir es geschafft. Die Ergebnisse fiir die gesuchten Variablen stehen in der
letzten Spalte: x = 2, y = 1 und z = 3, oder als Losungsmenge: L = {(2[1|3)}

3 Das GauB-Jordan-Verfahren in der Anwendung fiir
Rechenprogramme

Wir haben gesehen, dass das Verfahren sehr systematisch ablduft. Weiterhin haben wir
gesehen, dass zwischendurch ungiinstig handhabbare Zahlenwerte entstehen, auch wenn
es ganzzahlige Ergebnisse gibt. Aus diesen beiden Griinden eignet sich das Verfahren
weniger fiir die Ausrechnung ,,zu Fuf3“, sondern eher, um damit ein Rechnenprogramm
fiir den Computer zu schreiben. Aus diesem Grund mochte ich die notwendigen Schritte
,computergerecht aufschreiben, allerdings ohne dabei direkt eine bestimmte Program-
miersprache zu verwenden. Der Algorithmus lésst sich in jeder Sprache umsetzen, sei es
C, Assembler oder welche Sprache auch immer.

3.1 Festlegung von Variablen

Wir gehen davon aus, dass folgende Variablen als Integer-Variablen definiert sind:
n: Die Anzahl der Variablen und Gleichungen

k: Hilfsvariable fiir Teilmatritzen

i: Hilfsvariable fiir Zeilennummern

j: Hilfsvariable fiir Spaltennummern

Weiterhin sei a als ein zweidimensionales Feld mit der Grofile nxn+1 (n Zeilen, n+1
Spalten) bestehend aus FlieBkommavariablen in dieser Form definiert:

ain G2 ... Ay b

a21 Q29 ... QAip bg
a—

Al Qp2 ... Gpn by



Auch die b-Werte (die Werte auf der rechten Seite in den zugrunde liegenden Glei-
chungen) werden damit als a-Werte — ndmlich als a;,,+1 — angesprochen. In einem Glei-
chungssystem 3. Grades (n=3) beispielsweise wire dann by=aj4, ba=ass und bz=as,.
Das erleichtert die Berechnungen, die ja immer in einer kompletten Zeile stattfinden.

3.2 Die eigentliche Programmieranleitung

Die Beschreibung des Algorithmus beginnt, nachdem alle Werte in die Matrix eingetra-
gen sind und auch n die Zahl der Variablen enthélt. Der Algorithmus besteht in zwei
aufeinanderfolgenden Teilen. Im ersten wird die Diagonale mit Einsen und das Dreieck
unten links mit Nullen gefiillt, im zweiten Teil kommen die Nullen oben rechts dazu.

Schritt 1: FEinserdiagonale und Nullen unten links.

e Fiihre nachfolgende Befehle fiir k = 1 bis k = n aus:
— Ist axx = 07 Wenn ja, fithre nachfolgende Befehle aus.
* Setze i=k+1

x Ist i > n? Wenn ja, brich ab mit der Fehlermeldung:,, Das Gleichungssys-
tem ist unterbestimmt!“

x Ist ajx = 07 Wenn ja, erhohe i um eins und priife erneut. Wenn da-
bei i > n wird, brich mit der oben genannten Fehlermeldung ab. Diese
Erhchungen werden so lange fortgesetzt, bis entweder ay # 0 ist, oder
mit der Fehlermeldung abgebrochen wurde.

* Tausche die Werte aus Zeile 1 mit den Werten aus Zeile k.
2
akk

— Falls k < n ist, fithre nachfolgenden Befehl fiir i =k + 1 bis i = n aus.

— Berechne von j = n + 1 riickwérts bis j=k: ay; =

* Berechne fiir j = n + 1 riickwérts bis j = k: aj;; = aj; — ax; - a

Wenn wir hier angekommen sind, ist der erste Teil abgeschlossen; die Einserdiagonale
mit den Nullen darunter ist erzeugt.

Schritt 2: Die Nullen oben rechts.

e Fiihre folgende Schritte fiir k = n riickwérts bis k = 2 durch.
— Fiihre folgende Schritte fiir i = 1 bis i = k — 1 durch.

* Berechne fiir j = n + 1 riickwérts bis j = k: aj; = aj; — ayj - aik

Danach stehen alle Losungen in der letzten Spalte der Matrix.
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