Musterlosungen zur Klassenarbeit

Aufgabe 1: Kurvendiskussion

4?
1) =g o
Aufgabe 2: Kurvendiskussion
82
T =g ot
Aufgabe 3: Kurvendiskussion
202 + 3
=53
Aufgabe 4: Kurvendiskussion
4% + 6
) =233

Aufgabe 5: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt an der Stelle x,, = 2 mit der
Wendetangente fi(z) = 3z — 4 und schneidet die z-Achse bei o = 4. Wie lautet die
Funktionsgleichung?

Aufgabe 6: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt an der Stelle x,, = 2 mit der
Wendetangente fi(x) = —3z + 4 und schneidet die z-Achse bei g = 1. Wie lautet die
Funktionsgleichung?

Aufgabe 7: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt bei W (3| — 4) und beriihrt bei
x1 = 1 die Gerade mit der Funktionsgleichung fo(x) = —92+ 7 als Tangente. Wie lautet
die Funktionsgleichung?



Aufgabe 8: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt bei W (3|2) und beriihrt bei z; = 1
die Gerade mit der Funktionsgleichung fo(x) = 92—9 als Tangente. Wie lautet die Funk-
tionsgleichung?



Durchgerechnete Lésungen

Aufgabe 1: Kurvendiskussion

422

1) =g o

LGsung:

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

922 +27 = 0
?4+3 =0
> = =3

fL’l/Q = :t\/ -3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunichst bestimmen wir den Abschnitt y, auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir x einsetzt.

4020 0
C9-02427 27

y-Achsenabschnitt:

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

yo = f(0)

flzg) = 0
4x3 9
0 — 0 |-(9 27
012 + 27 [+ (95 +27)
dry = 0 |:4
o= 0 |y
o = 0

z-Achsenabschnitt:



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 42? und v(z) = 92% + 27.

f/(J:) = : 2

7223 4 2162 — 7223
(922 + 27)2
216x
(922 4 27)?

Die erste Ableitung lautet: | f/(x) = (9x221f§7)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt vollig andere Terme. Es ist hier u(z) = 216z und v(x) = (92* + 27)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(z) ist dann der Klammerinhalt.

g(z) =922 +27 = g'(z)=18z
v(g) = g° = V(g9) =29 =2-(92%+27)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
v'(x) = 36z - (92 + 27)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

,U/

,j/\ /—/v% —— 7 -

Y 216 - (92% 4 27)? — 2162 - 362 - (922 + 27) )

f"(z) = 07 1 27)" | Ausklammern: (9z” + 27)
—_——

2

u

v

(922 +27) - (216 (922 + 27) — 216z - 361:)

= 07 1 27)1 | Kiirzen
216 - (922 + 27) — 2162 - 36z
= 07 1 277 | Zusammenfassen
x



19442% + 5832 — 777622
(927 + 27)3
—5832x? + 5832
(922 4 27)3

Die zweite Ableitung lautet also:

—5832x2 45832
f'(z) = W

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f'(zE)
216x g

(92% + 27)2

216z g

TE

0
0

0
0

|- (923, + 27)*

| : 216

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

10y = =882 02 +5832
(9- 0%+ 27)3

8

s 27

>0 = Tiefpunkt bei xg =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

ye = f(vp)

Der Tiefpunkt lautet also: [ 7°(0|0)

4-0?

:—:O
9-0%2+27

Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

[ (@w)

—583222 + 5832
(922, + 27)3

—583272 + 5832

—583222

2

Ly

Tw1/2
Ty1 = —1

0
0 |-(922 +27)°
0 |—5832

—5832 | :(—5832)

1 |/
+1

Ty = 1



Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden

Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.
—5832:(—2)? 2 17496
f”(_2> _ 5832-(—2) +5§3 _ _ <0 '
o 7583(29 '(5{ fg);;;?)_ N 250047 = Wendepunkt bei z,, = —1
f7(0) = 0024273 21 = 0
F1(0) = SR s |
"(9) — —5(832~2+2+%832 _ 1% _ = Wendepunkt bei z, = 1
f"(2) = (©022127)3 230047

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

422, 4-(-12 1
ywlzf(xwl): 2 ! — <2) - =
02, 127 9-(—12+27 9

422 4 .12 1

Yw2 = f(wa) - w2 =

922, +27 9-12+27 9

Wir erhalten also die Wendepunkte: | Wy (—=1|3) | und [Ws (1]3)

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

—(42* +36)
—36

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest®, also nur der Bruch g

36
ohne den Term T

Asyptote: |a(z) = §




Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur x-Achse auf der Hohe von % ~ 0,444
dar. Den Tiefpunkt (identisch mit den Achsenschnittpunkten) und die Wendepunkte
tragt man ein, dann ergibt sich sofort der Kurvenverlauf.

0.7 1
0.6 T

0.5 1




Aufgabe 2: Kurvendiskussion

8x?

T =sa 5

LOsung:

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

T2 4+21 = 0
224+3 = 0
2 = -3

{El/g = :t\/ -3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunichst bestimmen wir den Abschnitt y, auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir z einsetzt.

802 0 0
S 7-02421 21

y-Achsenabschnitt:

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

yo = f(0)

flzg) = 0
8x3 9
——0 = 0 |- (72421
T2+ 21 [+ (T2o +21)
8zp = 0 |:8
o= 0 |/
o = 0

z-Achsenabschnitt:



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 82? und v(z) = 72% + 21.

_~ 2 N 2
16x (T2 4 21) — 8z° - 14z
/ —
flz) = 2 2

11223 + 3362 — 11223
(722 +21)2
336z
(722 +21)2

Die erste Ableitung lautet: | f/(x) = (h?ffgl)Q

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt vollig andere Terme. Es ist hier u(z) = 336z und v(z) = (72* + 21)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(z) ist dann der Klammerinhalt.

g(x) =722 +21 = g(v)=14x
= v/(g9)=29=2-(72*+21)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
v'(x) = 28z - (T2* + 21)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

/

’ v v

u

A m——— N N
" 336 - (7o + 21)* — 3362 - 28z - (7% + 21) )
fx) = (77 L a1) | Ausklammern: (7z” + 21)
N’

2

u

v

(722 +21) - (336 (722 + 21) — 3362 - 281:)

= (722 1 2)1 | Kiirzen
336 - (7z% + 21) — 336z - 28z
= TS | Zusammenfassen
T



235222 4+ 7056 — 9408z>

(722 +21)3
—7056x2 + 7056
/ —
f() (722 + 21)3
Die zweite Ableitung lautet also: | f(z) = %2;1;;“

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

fzp) = 0

3367
————— = 0 |- (T2} +21)?
(722 + 21)2 B

336z = 0 |:336

J?E:O

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

f1(0) = 7056 0% 47056 _ 16
(702 +21)3 21

>0 = Tiefpunkt bei xg =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

8- 02

B TR

ye = f(vp)

Der Tiefpunkt lautet also: [ 7°(0|0)

Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

f//(xw) — O
~705622 4 7056
v = 0 |- (722 +21)3
(722, + 21)? |- (7 +21)
—705622 + 7056 = 0 |— 7056

—705622 = —7056 |:(—7056)
22 =1 Va
Twre = =*1
Tyl = —1 Ty = 1

10



Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

—7056:(—2)2+7056 21168
f'(=2) = 7(;?67(2 2 2+1 7 = “iiveas < 0 .
{ £(0) = ,705(6_(5%%0;6 )_ FR = Wendepunkt bei z,, = —1
(702121)3 21
J1(0) = "Rt = 5 > 0 .
{ £1(2) = —7(056-2—24-%056 _ _2ues _ = Wendepunkt bei x5 =1
= T(r2Zi21)3 117649

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.
8z 8- (—1)2 2
Yot = S (1) = = 1 (2) _*
ra,+21 7-(—-1)2+4+21 7

STz, 427 T-12421 0 7

Yw2 = f(wa)

Wir erhalten also die Wendepunkte: | Wy (—=1|2) | und [W; (1]2)

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

(822 ) o (Ta?421) = %——79322121
—(82% +24)
—24

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest®, also nur der Bruch %

24
ohne den Term T22491"

~J|0co

Asyptote: |a(z) =

11



Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hohe von % ~ 1,143
dar. Den Tiefpunkt (identisch mit den Achsenschnittpunkten) und die Wendepunkte
tragt man ein, dann ergibt sich sofort der Kurvenverlauf.

12



Aufgabe 3: Kurvendiskussion

222 + 3
fw) = 2+ 3

LOsung:

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

2?43 =0
22 = -3

1'1/2 = :l:\/—?)

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunéchst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir x einsetzt.

2-02+3
= )= —— =
Yo f() 02 3

y-Achsenabschnitt: [y = 1

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) x-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

flzo) = 0

223 + 3 2
-0 - -0 |- 3

2004+3 = 0 |—3
205 = —3 |:2

3

2 — _—
Lo = B ‘\/
3
g = + —5

Da es hierfiir keine (reelle) Losung gibt, hat die Funktion | keine Nullstellen. |

13



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 22? + 3 und v(x) = 2% + 3.

’ v u ’

u v

A~ — A~
4 (2* +3) — (222 +3) - 22
(2% +3)?

2
423 + 122 — 42 — 62
(22 4 3)2

6x
(22 4 3)2

fix) =

Die erste Ableitung lautet: | f'(z) = (3626%)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt vollig andere Terme. Es ist hier u(z) = 62 und v(z) = (22 4 3)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(z) ist dann der Klammerinhalt.

g(x)=2>+3 = ¢(x)=2z
vig) =9 = V(g =29=2 (2" +3)
V() = 2z -2 (2% + 3)

~N ——
9'(@) v'(9)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
V' (x) = dx - (2* + 3)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

/

/ v v

u

6 (2> +3)*="6x -4z - (2°+3)
f(z) = a3 | Ausklammern: (z* + 3)
——

2

u

v

(2% +3) - (6~(:1:2+3)—6a:~4x>

= L | Kiirzen
6- (22 +3)—6x-4
- w (+2 -|)- 3)3:[ & | Zusammenfassen
T

14



622 + 18 — 24x?

(.TQ + 3)3
—18z% + 18
!/ — —_—
f(x) (22 + 3)3
Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = —};%fj)és

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f(xE)

6.TE
(2% +3)?
6ZEE

TE

0
0

0
0

|- (2% +3)*

|: 6

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

f"(0) =

_ -18-0°+18 2
(02433 3

>0

=  Tiefpunkt bei xg =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

ye = f(zp) =

Der Tiefpunkt lautet also: | 7°(0|1)

2-0°+3

=1
0243

Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

S (@)
—1822 + 18
(z7, +3)°
—1822 + 18

—18z2

2

Loy

Tw1/2
Ty1 = —1

15

0

0 | (a7, +3)°
0 |—18
—18 | :(—18)
1|y

+1

Ty =1



Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

{ fr(-2) = BETE 5

(-2)2+3)° 343

£7(0) = —18-0+18 __ % =~ 0

} =  Wendepunkt bei z,, = —1
(07+3)%

{ f10) = Gt =3 >0

17(2) = —18-22418 __ __ 54

} = Wendepunkt bei x5 =1
(22+3)3 — 343 <0

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

222, +3  2-(=1)2+3 5
wl = wl) = w = =-=1,25
Yur = (@) 22, +3  (—1)2+3 4

222 212
3;w2+3: +3:§:1725
Tho + 3 1243 4

Yw2 = f(xw2> -

Wir erhalten also die Wendepunkte: | W3 (—1|1,25) [ und | W3 (1]1, 25)

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckmiBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

(222 +3) : (®43) = 2— =
—(222 +6)
-3

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest*, also nur die Zahl 2 ohne

3
den Term —— 5

Asyptote: |a(z) = 2

16



Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hohe von y = 2 dar.
Den Tiefpunkt 7°(0|1) und die Wendepunkte W, und W trigt man ein, dann ergibt sich
sofort der Kurvenverlauf.

0.8 1

0.4+

0.2 1

17



Aufgabe 4: Kurvendiskussion

422 + 6
fw) = 2+ 3

LOsung:

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

2?43 =0
22 = -3

1'1/2 = :l:\/—?)

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunéchst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir x einsetzt.

4-02+6
= )= —— =
Yo f() 02 3

y-Achsenabschnitt: [yy = 2

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) x-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

flzo) = 0
422 +6 2
-0 - =0 |- 3
g +6 = 0 |—6
4y = —6 |:4
3
2 — _—
Ty = B |
3
Ty = + —5

Da es hierfiir keine (reelle) Losung gibt, hat die Funktion | keine Nullstellen. |

18



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 42? + 6 und v(x) = 2? + 3.

’ v u ’

u v

A~ — A~
8 -(x* +3) — (4a® +6) - 22
(2% +3)?

2
8a® 4 24x — 823 — 122
(224 3)2

12z
(22 4 3)2

fix) =

Die erste Ableitung lautet: | f'(z) = (leiﬂg)Q

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt vollig andere Terme. Es ist hier u(z) = 12z und v(z) = (2? + 3)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(z) ist dann der Klammerinhalt.

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
V' (x) = dx - (2* + 3)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

Ul

“12 - (2? +3)? =120 -4x - (2® + 3)
f(z) = | Ausklammern: (z* + 3)

(z +3)*
——

02

(22 +3) - (12 (2% +3) — 122 4;1:)

u’ v

= CEEL | Kiirzen
12- (22 +3) — 12z - 4x
= 13 | Zusammenfassen
T
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1222 + 36 — 4822

(% +3)3
—3622 + 36
/ —_—
Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = %2;55’6

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f(xE)
12$E

(2% +3)?

12ZEE

TE

0
0

0
0

|- (2% +3)*

|12

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

f"(0) =

_ —36-0°+36 4
(02433 3

>0

=  Tiefpunkt bei xg =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

ye = f(zp) =

Der Tiefpunkt lautet also: | 7°(0|2)

4-0°+6

=2
0243

Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

[ (@w)
—3622 + 36
(x5 +3)°
—3622 + 36

—3622

2

Loy

Tw1/2
Ty1 = —1
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Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

_ —36-(—2)%4+36 108
{f%Q*"WﬁﬁT——@

£7(0) = =36:02436 _ 2 - ()

<0 )
=  Wendepunkt bei z,, = —1
(02+3)3 3

{f%»:%%%¥:§>0

17(2) = —36-22436 __ _ 108

} = Wendepunkt bei x5 =1
(22+3)3 — 343 <0

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

422, +6  4-(=1)2+6 5
W e w = w = :—:275
Yur = J(@u1) 2, +3  (-124+3 2

42, 4+6 4-12°46 5
w2 — w2) — 2 - ___275
Yuz = J@u2) 25+ 3 12+3 2

Wir erhalten also die Wendepunkte: | Wy (—1|2,5) | und | W3 (1]2, 5)

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckmiBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

(422 +6) : (2*+3) = 4— L

73
—(42? +12)
—6

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest*, also nur die Zahl 4 ohne

6
den Term —— 5

Asyptote: |a(z) = 4
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Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hohe von y = 2 dar.
Den Tiefpunkt 7°(0|1) und die Wendepunkte W, und W trigt man ein, dann ergibt sich
sofort der Kurvenverlauf.

1.0 1
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Aufgabe 5: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt an der Stelle x,, = 2 mit der
Wendetangente fi(x) = 3z — 4 und schneidet die z-Achse bei zy = 4. Wie lautet die
Funktionsgleichung?

LGsung:

Die gesuchte Funktionsgleichung hat nachstehende Grundform. Ich bestimme auch gleich
die ersten beiden Ableitungen.

flz) = ar®+bx*+cx+d
f(z) 3az? + 20z + ¢
f'(x) = 6ax+0b

Die Bedingungen aus der Aufgabenstellung fithren zu folgenden Gleichungen:

Wendepunkt bei z,, = 2 = f"(2)=0 = 12a +2b = 0 (1)
Tangente bei x,, = 2 = f(2)=fi2) = 12a +4b +c = 3 (2
Berithrpunkt der Tangente = f(2) = f1(2) = 8a +4b +2¢ +d = 2 (3)
Nullstelle bei z¢ = 4 = f(4)=0 = 64a +16b0 +4c +d = 0 (4)

Dieses Gleichungssystem muss nun gelost werden. Um d zu eliminieren, subtrahiere ich

die Gleichung (3) von (4).

(4) 64a +16b +4c +d = 0 |
3) 8 +4b +2¢ +d = 2 |-
(5) 56a +120 +2c = =2

Dadurch erhalte ich ein vereinfachtes Gleichungssystem mit nur noch 3 Gleichungen und
3 Variablen.

(1) 12a  +2b = 0
(2) 12a +4b 4c = 3 |-2
(5) 56a +12b +2¢ = -2

Wenn ich Gleichung (2) mit 2 multipliziere, kann ich sie von Gleichung (5) subtrahieren,
so dass der Parameter ¢ wegfallt.

(2) 24a  +8b +2¢ = 6 |-
(5) 56a +12b +2¢ = -2 |
(6) 32a +4b = -8
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Ubrig bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung, bestehend aus den Gleichungen (1)
und (6) mit den Variablen a und b. Ich dividiere Gleichung (6) durch 2, damit ich
Gleichung (1) davon subtrahieren kann, um b zu eliminieren.

(1) 12a +2b = 0
(6) 32a +4b = -8 |:2
(1) 12a +2b = 0 |-
(6) 16a +2b = —4 |
(7)  4a = —4 |:4
a = -1
Das Ergebnis a = —1 setze ich in Gleichung (1) ein, um den Parameter b zu berechnen.
12a+20 = 0
12-(-1)+2b = 0
—12+20 = 0 |+12
20 = 12 |:2
b = 6
Die bisher gefundenen Ergebnisse mit a = —1 und b = 6 setze ich in Gleichung (2) ein,
um c zu bestimmen.
12a +4b+c = 3
12-(=1)4+4-6+c = 3
—12+24+c = 3
124+c¢ = 3 |—12
c = -9

Jetzt fehlt nur noch der Parameter d. Ich setze zu seiner Bestimmung alle bisher gefun-
denen Werte in Gleichung (3) ein.

8a+4b+2c+d =

8- (-1)+4-6+2-(-9)+d =
—8+24—-18+d =

—-2+d =

d =

| +2

NN NN

Damit sind alle Parameter bekannt. Die gesuchte Funktion lautet also:

flx) = -2+ 62 — 9z + 4
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ago

Nachfolgend ist der Funktionsgraph dargestellt.

M

fi(x)

NO

o

R
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Aufgabe 6: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt an der Stelle x,, = 2 mit der
Wendetangente fi(z) = —3z + 4 und schneidet die z-Achse bei 2y = 1. Wie lautet die
Funktionsgleichung?

LGsung:

Die gesuchte Funktionsgleichung hat nachstehende Grundform. Ich bestimme auch gleich
die ersten beiden Ableitungen.

flz) = ar®>+bx*+cx+d
f(z) 3az? + 20z + ¢
f(x) = 6ax+0b

Die Bedingungen aus der Aufgabenstellung fithren zu folgenden Gleichungen:

Wendepunkt bei z,, = 2 = f"(2)=0 = 12a +2b =0 (1
Tangente bei x,, = 2 = f(2)=fi(2) = 12a +4b +c = -3 (2)
Berithrpunkt der Tangente = f(2) = f1(2) = 8a +4b +2¢ +d = -2 (3)
Nullstelle bei xy =1 = f(4)=0 = a +b +c +d =0 (4

Dieses Gleichungssystem muss nun gelost werden. Um d zu eliminieren, subtrahiere ich

die Gleichung (4) von (3).

(3) 8a +4b +2¢ +d = -2 |
4 a 4+b +c +d = 0 |-
(5) Ta +3b +c = -2

Dadurch erhalte ich ein vereinfachtes Gleichungssystem mit nur noch 3 Gleichungen und
3 Variablen.

(1) 12a +2b = 0
(2) 12a +4b +c¢ = -3
(5) T7a +3b +c = -2

Ich subtrahiere Gleichung (5) von Gleicung (2), so dass der Parameter ¢ wegféllt.

(2) 12a +4b 4+c = -3 |
(5) 7a +3b 4+c¢ = -2 |-
(6) ba +b = -1
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Ubrig bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung, bestehend aus den Gleichungen (1)
und (6) mit den Variablen a und b. Ich dividiere Gleichung (1) durch 2, damit ich
Gleichung (6) davon subtrahieren kann, um b zu eliminieren.

1) 12a 26 = 0 |:2
(6) 5a +b = -1

(1) 6a +b = 0 |
(6) 5a +b = -1 |-
(7)  a = 1 |:4

Das Ergebnis a = 1 setze ich in Gleichung (1) ein, um den Parameter b zu berechnen.

12a+2b = 0
12-14+20 = 0
12+2b = 0 | — 12
20 = —12 |:2
b = —6
Die bisher gefundenen Ergebnisse mit a = 1 und b = —6 setze ich in Gleichung (2) ein,
um c zu bestimmen.
12 +4b+c = -3
12-1+4-(-6)+c = -3
12—-244¢c = -3
—124c¢ = =3 |+12
c =9

Jetzt fehlt nur noch der Parameter d. Ich setze zu seiner Bestimmung alle bisher gefun-
denen Werte in Gleichung (3) ein.

8a+4b+2c+d = —2
8-1+4-(—6)+2-9+d = —2
8—24+184d = —2

24d = -2 |-2
d = —4

Damit sind alle Parameter bekannt. Die gesuchte Funktion lautet also:

f(x) =23 —62%>+ 9z — 4
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Aufgabe 7: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt bei W (3| — 4) und beriihrt bei
x1 = 1 die Gerade mit der Funktionsgleichung fy(x) = —92+ 7 als Tangente. Wie lautet
die Funktionsgleichung?

LGsung:

Die gesuchte Funktionsgleichung hat nachstehende Grundform. Ich bestimme auch gleich
die ersten beiden Ableitungen.

flz) = ar®>+bx*+cx+d
f(z) 3az? + 20z + ¢
f(x) = 6ax+0b

Die Bedingungen aus der Aufgabenstellung fithren zu folgenden Gleichungen:

Wendepunkt bei x,, = 3 = f"(3)=0 = 18a +2b = 0 (1
(Wende-)Punkt W(3| —4) = f(3)=—-4 = 27a +90 +3c +d = —4 (2)
Tangente bei x; = 1 = ff(H)=/f0) = 3a 4+2b +c = -9 (3)
Berithrpunkt der Tangente = f(1) = fo(1) = a +b +c +d = -2 (4)

Dieses Gleichungssystem muss nun gelost werden. Um d zu eliminieren, subtrahiere ich
die Gleichung (4) von (2).

(2) 27a 49 +3c +d = —4 |
4 a +b +c +d = -2 |-
(5) 26a +8b +2c = -2

Dadurch erhalte ich ein vereinfachtes Gleichungssystem mit nur noch 3 Gleichungen und
3 Variablen.

(1) 18a +2b = 0
(3) 3a +2b +c = -9 |-2
(5) 26a +8 +2¢c = -2

Wenn ich Gleichung (3) mit 2 multipliziere, kann ich sie von Gleichung (5) subtrahieren,
so dass der Parameter ¢ wegfallt.

(3) 6a +4b +2c¢ = —-18 |-
(5) 26a +8 +2¢ = -2 |
(6) 20a +4b = 16
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Ubrig bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung, bestehend aus den Gleichungen (1)
und (6) mit den Variablen a und b. Ich dividiere Gleichung (6) durch 2, damit ich sie
von Gleichung (1) subtrahieren kann, um b zu eliminieren.

(1) 18a +2b = 0
(6) 20a +4b = 16 |:2
(1) 18a +2b = 0 |
(6) 10a +2b = 8 |—
(7)  8a = -8 |:8
a = -1
Das Ergebnis a = —1 setze ich in Gleichung (1) ein, um den Parameter b zu berechnen.
18a+2b = 0
18- (-1)+2b = 0
—18+2b = 0 |+18
2b = 18 |:2
b =9
Die bisher gefundenen Ergebnisse mit a = —1 und b = 9 setze ich in Gleichung (3) ein,
um c zu bestimmen.
3a+2b+c = -9
3-(-1)+2-94¢ = -9
54+¢c = -9 |—-15
c = =24

Jetzt fehlt nur noch der Parameter d. Ich setze zu seiner Bestimmung alle bisher gefun-
denen Werte in Gleichung (4) ein.

a+b+c+d = -2

—14+9—-244+d = -2
—16+d = -2 |+16

d = 14

Damit sind alle Parameter bekannt. Die gesuchte Funktion lautet also:

f(x) = —23 4+ 922 — 24z + 14
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Aufgabe 8: Aufstellen einer Funktionsgleichung

Ein Polynom dritter Ordnung hat einen Wendepunkt bei W (3|2) und beriihrt bei z; = 1
die Gerade mit der Funktionsgleichung fo(x) = 92—9 als Tangente. Wie lautet die Funk-
tionsgleichung?

LGsung:

Die gesuchte Funktionsgleichung hat nachstehende Grundform. Ich bestimme auch gleich
die ersten beiden Ableitungen.

flz) = ar®>+bx*+cx+d
f(z) 3az? + 20z + ¢
f(x) = 6ax+0b

Die Bedingungen aus der Aufgabenstellung fithren zu folgenden Gleichungen:

Wendepunkt bei z,, = 3 = f'(3)=0 = 18a +2b = 0 (1)
(Wende-)Punkt W (3|2) = f(3)=2 = 27a +9b +3c +d = 2 (2)
Tangente bei x; = 1 = ff(H=/f0) = 3a +2b +c =9 (3)
Berithrpunkt der Tangente = f(1)=fo(1) = a +b +c +d = 0 (4)

Dieses Gleichungssystem muss nun gelost werden. Um d zu eliminieren, subtrahiere ich
die Gleichung (4) von (2).

(2) 27a 49 +3c +d 2
4 a +b +c +d = 0 |-
(5) 26a +8b +2c = 2

Dadurch erhalte ich ein vereinfachtes Gleichungssystem mit nur noch 3 Gleichungen und

3 Variablen.
(1) 18a +2b =

0
3) 3a 420 +c =9 |-2
(5) 26a +8b +2¢c = 2

Wenn ich Gleichung (3) mit 2 multipliziere, kann ich sie von Gleichung (5) subtrahieren,
so dass der Parameter ¢ wegfallt.

(3) 6a +4b +2c¢ = 18 |-
(5) 26a +8b +2c = 2 |
(6) 20a +4b = 16
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Ubrig bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung, bestehend aus den Gleichungen (1)
und (6) mit den Variablen a und b. Ich dividiere Gleichung (6) durch 2, damit ich sie
von Gleichung (1) subtrahieren kann, um b zu eliminieren.

1) 18a +20 = 0

(6) 20a +4b = —16 |:2

(1) 18 +20 = 0 |

(6) 10a +2b = -8 |-

(7)  8a = 8 |:8
a = 1

Das Ergebnis a = 1 setze ich in Gleichung (1) ein, um den Parameter b zu berechnen.

18a+2b = 0
181420 = 0
18+20 = 0 | — 18
26 = —18 |:2
b = -9
Die bisher gefundenen Ergebnisse mit a = 1 und b = —9 setze ich in Gleichung (3) ein,

um ¢ zu bestimmen.
3a+2b+c = 9

3-142-(=9)+c = -9
—154+¢c = 9 |+ 15
c = 24

Jetzt fehlt nur noch der Parameter d. Ich setze zu seiner Bestimmung alle bisher gefun-
denen Werte in Gleichung (4) ein.

a+b+c+d =
1-94+24+d
16 +d

d = -16

0
0
0

|16

Damit sind alle Parameter bekannt. Die gesuchte Funktion lautet also:

flx) = 2% —92% + 24x — 16
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