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1 Grundlagen zu Betragen

Der Betrag von a — geschrieben als |a| — ist stets eine positive Zahl. Ist a positiv oder

gleich 0, dann ist |a| = a. Ist a negativ, dann muss beim Auflésen des Betrages das
Vorzeichen umgekehrt werden: |a| = —a. Die korrekte Definition lautet:
S
Def.: la| = “ f?r a=0
—a fiira<0

Was hat das fiir eine praktische Bedeutung?

1.1 Gleichungen mit Betrdgen

Als Beispiel wollen wir eine Gleichung mit einem Betrag losen.
|z —2| =3

Zuniéchst muss — wie bei allen Gleichungen immer — der Definitionsbereich bestimmt
werden. Da es hier keine Einschrinkungen durch Briiche, Wurzeln oder dhnliches gibt,

gilt einfach nur:

Um weiterrechnen zu kénnen, muss der Betrag aufgelost werden. Da ja fiir  jede Zahl
aus R in Frage kommt, kann man nicht sagen, ob der Inhalt des Betrages positiv oder
negativ ist. Daher muss man sich einer Methode bedienen, die wir schon bei Unglei-
chungen[] kennen gelernt haben. Wir machen eine Fallunterscheidung. Die beiden
Fille unterscheiden sich dadurch, dass der Betragsinhalt positiv oder negativ ist. Um
zu sehen, was in welchem Bereich vorliegt, berechne ich in einer Nebenrechnung, wo der
Inhalt gréer oder gleich 0 ist.

xr—2

X

0 |+2
2

AVARAYS

Im Bereich mit x > 2 ist demnach der Inhalt des Betrages positiv oder gleich 0, die
Betragsstriche konnen dann einfach weggelassen werden. Dieser Bereich stellt in unserer
Rechnung den ersten Fall dar. Der zweite Fall beinhaltet dann alle anderen Reellen
Zahlen, also x < 2. Mit diesen beiden Fillen fithren wir die weitere Rechnung durch.

|z —2| =3
firax > 2: fir v < 2:
r—2 = 3 |+2 —(r—2) = 3
r = b5 —r+2 = 3 |—-2
—z = 1 [:(-1)
r = —1

!Einzelheiten siehe hier: http://www.dk4ek.de/mathematik /ungleich.pdf


http://www.dk4ek.de/mathematik/ungleich.pdf

Natiirlich muss man vor Bestimmung der Losungsmenge priifen, ob die gefundenen Werte
innerhalb der jeweils untersuchten Bereiche liegen. Da 5 > 2 und —1 < 2 ist, ist das in
diesem Beispiel gegeben. Die Losungsmenge der Gleichung lautet also:

L={5-1}

Mit Hilfe einer Probe kann man schnell priifen, dass diese beiden Losungen tatséchlich
die Gleichung erfiillen. Vorrechnen méchte ich das an dieser Stelle aber nicht.



1.2 Ungleichungen mit Betrdagen

Wie bei Gleichungen kann man natiirlich auch bei Ungleichungen mit Betrédgen rechnen.
Die Verfahren sind entsprechend. Ein Beispiel:

|20 — 6| < x

Als erstes bestimmt man immer die Definitionsmenge. Hier gibt es jedoch keinerlei Ein-

schrankungen fiir x, es gilt also:

In diesem Beispiel ist der Betragsinhalt positiv oder Null fiir x > 3, wie man leicht mit
Hilfe des Ansatzes 2x — 6 > 0 bestimmen kann. Negativ ist dann der Betragsinhalt fiir
x < 3. Das sind demnach die beiden Félle fiir unsere Fallunterscheidung.

|20 — 6| < x
firxz > 3: fir x < 3:
2 -6 < =z | +6 —(2x—-6) < x
20 < x+6 |-z —2r4+6 < x | —6
r < 6 —2r < -6 |—=x
-3z < -6 |:(-3)
x > 2

Wie von Ungleichungenﬂ gewohnt, mochte ich auch hier die Losungsmengenbestimmung
mit graphischer Unterstiitzung am Zahlenstrahl durchfithren. Dabei wird die Bedin-
gung, unter der gerechnet wurde, mit dem Ergebnisterm iibereinandergelegt. Dort, wo
sie iibereinstimmen, liegt die zugehdrige

| Erg. Erg. |
1Bxed'1= I I I I I I 1Bexd'1 I I
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 45 6 7
Ly ={z|3 <z <6} Ly =A{x]2 <z <3}

Die beiden Teillosungsmengen L, und L, konnen aneinander gelegt werden. Bei der Zahl
3 stoflen sie ,nahtlos“ aneinander an. Die ,,3“ gehort zwar nicht mehr zur Menge Lo,
aber in L ist sie enthalten. Daher kénnen sie zu einer einzigen Menge zusammengefasst
werden, wie nachfolgend dargestellt:

Ly
—

— 1+
1 2 3 45 6 7

L={z|2<z<6}

2Einzelheiten siehe hier: http://www.dk4ek.de/mathematik /ungleich.pdf


http://www.dk4ek.de/mathematik/ungleich.pdf

2 Ubungsaufgaben

Von den nachfolgenden Ungleichungen soll die Lésungsmenge bestimmt werden. Vorher
muss auch jeweils die Definitionsmenge bestimmt werden.

2.1 Gleichungen mit Betragen
2.1.1 Aufgabe 1
2045 =7

2.1.2 Aufgabe 2
r+|r—1=3

2.1.3 Aufgabe 3
32 — 5| 4 2z = 10

2.1.4 Aufgabe 4
20 —[3 — x| =18

2.1.5 Aufgabe 5
20 4 20 4+ 4| = —4

2.1.6 Aufgabe 6
|3x 4+ 6| — 22 = —5

2.1.7 Aufgabe 7
|20 —6|+2=x+5

2.1.8 Aufgabe 8
5|z —3|+3zx=-1

2.1.9 Aufgabe 9
3x+5—2z+4=2+1

2.1.10 Aufgabe 10
3z — 3]
r+1

1



2.1.11

2.1.12

2.1.13

2.1.14

2.1.15

2.1.16

2.1.17

2.1.18

2.1.19

2.1.20

Aufgabe 11

Aufgabe 12

Aufgabe 13

Aufgabe 14

Aufgabe 15

Aufgabe 16

Aufgabe 17

Aufgabe 18

Aufgabe 19

Aufgabe 20

3 —
LT3 0=
|z + 1]
20 — 1 B
lz—2]+1
|z — 3|
—z—7
: x
5+ 5 B
3z +1]
8x + 12 B
20 + 10
v —4] x-1
r+2  x+7T
r—1 |z -5
r—4 r—38
r+5 |z -5
r+1 -2

|z + 1|+ 5= |2z — 4|

4—]4r + 6|+ |22 —2| =0



2.1.21

2.1.22

2.1.23

2.1.24

2.1.25

2.1.26

2.1.27

2.1.28

Aufgabe 21

Aufgabe 22

Aufgabe 23

Aufgabe 24

Aufgabe 25

Aufgabe 26

Aufgabe 27

Aufgabe 28

|22 4+ 8| + 6 = |2z — 6|

|t —3|—|z—5]=2

22 + 3| — 20 = |3z — 12|

|z — 1|+ |z +5=6

‘|x—2|—2’:1
’|x—1|—4’:4
’|x+3[—1‘:2

‘|2x—8|—3:p‘:4



2.2 Ungleichungen mit Betrdagen
2.2.1 Aufgabe 1
2+ |z +3| <3

2.2.2 Aufgabe 2
x— |20 —12] >0

2.2.3 Aufgabe 3
5—3-|lr—6/<3zx—-7

2.2.4 Aufgabe 4
2-|lz—1]>8

2.2.5 Aufgabe 5
|z + 1| — |22 — 6] <10

2.2.6 Aufgabe 6
||z —5|—3] <4

2.2.7 Aufgabe 7
r—2x+4]>1—|z—2|

10



3 Losungen der Aufgaben

3.1 Gleichungen mit Betragen
3.1.1 Aufgabe 1
2245/=7 D=R

fiir x > —2,5: fir x < —2,5:
2e+5 = 7 |=5 —(2z+5) =7
2 = 2 |:2 -2z -5 =7 |+5
r =1 —2r = 12 |:(-2)
r = —6

Beide Ergebnisse liegen jeweils innerhalb des untersuchten Bereiches, es gibt 2 Zahlen
in der Losungsmenge.

L={1;-6}

3.1.2 Aufgabe 2
r+|zr—1/=3 D=R

firx>1: firz <1:

r+r—1 = 3 r—(x—1) = 3

21 = 3 |+1 r—z+1 = 3
20 = 4 |:2 1 = 3 (Falsche Aussage)

r = 2

Der rechte Fall hat keine Losung, da er auf eine falsche Aussage fiihrt. Das Ergebnis
des linken Falles liegt innerhalb des untersuchten Bereiches, es gibt also insgesamt nur
eine Zahl in der Losungsmenge.

L=1{2}

3.1.3 Aufgabe 3
|3z — 5| + 2z = 10 D =R

fﬁrng: fiira:<§:
3r—5+2rx = 10 —3z+5+2x = 10
br—5 = 10 |+5 —x+5 = 10 |=5
br = 15 |:5 —x = b |- (—=1)
r = 3 r = —)

Beide Ergebnisse liegen jeweils innerhalb des untersuchten Bereiches, es gibt 2 Zahlen
in der Losungsmenge.

L ={3;-5}

11



3.1.4 Aufgabe 4
20 — |3 — x| =18 D =R

fir x <3: fir x > 3 :
20— (3—z) = 18 2x—<—(3—x)> ~ 18
2c —3+x = 18 |+3 2% +3—12 = 18
3z = 21 |:3 r+3 = 18 |—3
ro= 7 r = 15

Nur das Ergebnis des rechten Falles liegt innerhalb des untersuchten Bereiches, daher
gibt es nur eine Zahl in der Losungsmenge.

L = {15}

3.1.5 Aufgabe 5
2e+ 12 4+4=-4 D=R

firz > -2: fiir v < —2:
2e+2x+4 = —4 20— 2z +4) = —4
dr+4 = —4 | -4 20 —2x—4 = —4
dr = -8 |:4 —4 = —4 wahre Aussage
r = =2

Das Ergebnis des linken Falles liegt gerade eben noch innerhalb des untersuchten
Bereiches, im rechten Fall gehoren alle Ergebnisse zur Losungsmenge. Das kann in
beschreibender Form zusammengefasst werden:

L ={z|x < -2}

3.1.6 Aufgabe 6
3246/ —2c=-5 D=R

firz > -2: fire < —2:
3r+6—2xr = —5 —3r—6—2r = -5
r+6 = -5 |—6 —5r—6 = =5 |+6
x = —11 —5r = 1 | : (=5)
rz = —0,2

Beide Ergebnisse liegen auflerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, daher ist die
Losungsmenge leer.

L={}

12



3.1.7 Aufgabe 7

20 —-6|+2=2+5 D=R

firz > 3: fir x < 3:
2 —6+4+2 = z+5 —2r+6+2 = x+5
2t —4 = 45 |+4—x —2r+8 = z+5 |-8—=x
r = —-3x = =3 |:(-3)
r = 1

Beide Ergebnissse liegen innerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, zur Losungs-
menge gehéren demnach beide Zahlen.

3.1.8 Aufgabe 8

L ={9;1}

5.l —3|+3zx=-1 D=R

firz > 3: fir x < 3:
5. (x—3)+3c = -1 5-(—(x—3))+3x - 1
br —16+3r = -1 —b5r+15+3z = -1
8r—15 = -1 |+15 2rx+15 = —1
8qr = 14 |:8 —2¢r = —16

x = 1,75 r = 8

|~ 15

(=2)

Beide Ergebnissse liegen nicht innerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, die
Losungsmenge ist demnach leer.

3.1.9 Aufgabe 9

firz > -2: flirx < —2:

31 4+5—(20+4) = z+1 3x+5—<—(2x+4))
3t+5-2r—4 = z+1 3z + 5+ 2z + 4
z+1 = x+1 |—:1: 52 49

1 =1 wahre Ausage Ay

x

=0

3x+5—2r+4 =2+1 D=R

z+1

z+1
r+1
-8
—2

|—9—2x
| : 4

Im linken Fall gehoren alle untersuchten Zahlen zur Losungsmenge. Das Ergebnis des
rechten Falles liegt gerade eben nicht mehr innerhalb des untersuchten Bereiches und

entfallt daher.

L ={z|z > -2}

13



3.1.10 Aufgabe 10

|3z — 3|
P21 p=R\({-1
r+1 V=1
firz>1: fir x <1:
5’;”;3 =1 |- (x+1) —% =1 |- (z+1)
3r—3 = 241 |[+3—2 —-3z+43 = z+1 |-3—=x
2r = 4 |: 2 —dr = =2 |:(=4)

2

Beide Ergebnissse liegen innerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, zur Losungs-
menge gehéren demnach beide Zahlen.

I = {2;%}

3.1.11 Aufgabe 11

3r — 3
+10=1 D=R\{-1
|z 4+ 1 V=t
firxz > —1: firz < —1:
23410 = 1 | —10 S5 4+10 = 1 | — 10
RRR P —et s
== = -9 |- (x+1) L = =9 |- (—x—1)
3r—3 = —-9r—-9 |+3+9z 3r—3 = 92+9 |+3—-9z
120 = —6 |12 —6r = 12 | (—6)
r = —% r = =2

Beide Ergebnissse liegen innerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, zur Losungs-
menge gehéren demnach beide Zahlen.

L={-5-3

29

14



3.1.12 Aufgabe 12
2r—1
lz—2]+1

Der Nenner ist stets mindestens 1, da der Betrag nicht negativ werden kann. Daher gibt
es keine Einschrinkungen im Definitionsbereich:

D=R
firx>2: firz<2:

2x—1 = —1 2x—1 = 1
Toad P Tas)
= = -1 |- (x—1) = = -1 |- (—x+3)
20 -1 = —2+1 |+1+2 20 -1 = -3 |+1—x

3r = 2 |:3 r = —2

r = 2

3

Nur das Ergebnis des rechten Falles liegt innerhalb des untersuchten Bereiches, im
linken Fall gehort das Ergebnis nicht zur Losungsmenge.

L={-2}

3.1.13 Aufgabe 13

=3 _. 7 Dp-r
5
firz > 3: fir x < 3:
5 = -7 |5 = = -7 |5
r—3 = 5r—35 |[+3—-5r —x+3 = H5r—35 |—-3—5x
—dx = =32 | : (—4) —6r = -—38 | : (—6)
r = 8 z 19

3

6,33

Nur das Ergebnis des linken Falles liegt innerhalb des untersuchten Bereiches, im
rechten Fall gehort das Ergebnis nicht zur Losungsmenge.

Q

T

L =18}

15



3.1.14 Aufgabe 14

5x+5
3r+1

5T + 5
92 + b5
—x
T

1

fir z > —

3
2

2-(3z+1)
6z + 2
-3

3

S5r+5 D=R\ 1

3z +1] B 3

; fﬁrx<—§:

|- (3z+1) -5 = 2 |- (3z+1)

—(Bz+5) = 2-3x+1)

| -5 — 6z —br—5 = 6z+2 | +5— 6z

|- (1) —1lz = 7 |« (—11)
r = —=

11

Beide Ergebnissse liegen innerhalb des jeweiligen untersuchten Bereiches, zur Losungs-

menge gehéren demnach beide Zahlen.

3.1.15 Aufgabe 15

8x+412
2z+10

8r + 12
4x
T

—f3._T
L_{Ba_ﬁ}

8r + 12

— =2 D=R\{-5

|22 + 10| V=5)
firz > —5: firz < —5:
2 | - (22 + 10) Sl — 9 |- (=22 — 10)
dr+20 |—12—4x  8r+12 = —4x—20 |—-12+4x
8 |: 4 120 = 32 |- 12
2 r = S~ -27

Nur das Ergebnis des linken Falles liegt innerhalb des untersuchten Bereiches, im
rechten Fall gehort das Ergebnis nicht zur Losungsmenge.

L=1{2}

16



3.1.16 Aufgabe 16
lv —4] x-1
r+2  r+7

Aus Platzgriinden behandele ich die beiden Fille nicht nebeneinander, sondern unter-

einander.

D=R\{-2;-7}

Untersuchung fiir x > 4 :

r—4

T+ 2

(x —4)(x+T7)
2?4+ Tx — 4z — 28
3r — 28

2x

x

2+ T)
(x—1)(z+2)

P2 —1—2 |- 2
r—2 |+28—z

2% |:2

13

Diese Losung liegt im untersuchten Bereich, ist also giiltig. Es folgt der andere Fall:

Untersuchung fiir x < 4 :

—x+4

T+ 2
(—x+4)(x+7)
—a? — Tr 44z + 28
—22? — 3x + 28
—22% — 42 + 30
22+ 2x — 15

T1/2
T1/2
T

X2

Beide Ergebnisse liegen im untersuchten Bereich. Dazu kommt noch die Losung aus dem

ersten Fall.

L @2+
(x —1)(z+2)

P2 —r—2 |-
r—2 |—x+2

0 |:(=2)

0

~1+V1+15

—1+4

3

)

L ={-5;3;13}

17



3.1.17 Aufgabe 17
r—1 |z -3
r—4 x-8
Aus Platzgriinden behandele ich die beiden Félle nicht nebeneinander, sondern unter-
einander.

D =R\ {4;8}

Untersuchung fiir x > 5 :

= I @9y
(z=1)-(z=8) = (z-5)-(z-4)
2 —8r—x+8 = 2 —4r—5r+20 |- 27
—9x + 8 —9x +20 |+ 9z
8 = 20 (Falsche Aussage)

Das Ergebnis ist eine falsche Aussage, es gibt also keine Losung in diesem Bereich.
Es folgt der andere Fall:
Untersuchung fiir x < 5 :

r—1 —z+5H

= (x—4 -8
— = 2 @-9@-3)
(x—1)-(z—=8) = (—x+5)-(xr—4)
2 —8r—x+8 = —a’+4x+52—20
22— 9r+8 = —2°+92-20 |+2%—92+20
20 — 18z +28 = 0 |[:2
22— 9x + 14 0
9 81 56
T = T T
9 25
$1/2 = §:|: Z
9 5
- 4=
Z1/2 5 B
ry = 7
Ty = 2

Das Ergebnis x; = 7 liegt nicht im untersuchten Bereich, nur x5 = 2 liegt innerhalb.

Damit ist diese Zahl die einzige giiltige Losung.

L=1{2}




3.1.18 Aufgabe 18
r+5 |r—5
r+1  x—2
Aus Platzgriinden behandele ich die beiden Fille nicht nebeneinander, sondern unter-
einander.

D=R\{-1,2}

Untersuchung fiir x > 4 :

r+5 r—>5
31 - 2.9 |- (x4 1)(x —2)
(x+5)(r—2) = (x=5)(z+1)

> —2x+5x—-10 = 2> +x—-52-5 |—a?

3r—10 = —4x—5 |+10+4x
Tv =5 |:7
5
T =3

Diese Losung liegt nicht im untersuchten Bereich, ist also ungiiltig. Es folgt der andere
Fall:
Untersuchung fiir x < 4 :

r+5 —x+5
T1 - 2032 |- (x4 1)(x —2)
(x4+5)(x—2) = (—z+5)(zr+1)
=20 +52—-10 = —a*—x+5x+5
2> +32-10 = -2’44 +5 |+2°—4z -5
202 —x—15 = 0 |:2
1 15
x2—§x—7 =0
1 1 120
S e ST T
T1/2 = %lzl:%
T, = 3
To = —2,5

Beide Ergebnisse liegen im untersuchten Bereich.

L={-253}
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3.1.19 Aufgabe 19
|z + 1| +5 = |22 — 4 D=R

Hier miissen die beiden Betriage einzeln aufgelost werden. Das fithrt zu mehr als zwei
Féllen. Daher fithre ich das aus Platzgriinden nacheinander durch. Der linke Betrag
wird zuerst aufgelost.

Untersuchung fir z > —1:

z+1+5=|2x— 4
T+ 6 =2z — 4|

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich wieder zwei Félle:

firx>2: fur x < 2:
r+6 = 2r—4 |-6—-2r 246 = —22+4 |—-6+22
—z = —10 |- (—1) 3r = =2 |:3
z = 10 r = —2

3

Beide Ergebnisse liegen in den untersuchten Bereichen, beide sind also giiltig. Es folgt
der andere Fall aus der ersten Fallunterscheidung:

Untersuchung fiir x < —1:

—x—14+5 = |20 —4
—r+4 = |2z —4

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich eigentlich wieder zwei Fille, ndmlich
x > 2und x < 2. Da der erste aber komplett auflerhalb des hier untersuchten Bereiches
x < 1 liegt, eriibrigt sich eine weitere Fallunterscheidung, der Betragsinhalt ist auf jeden
Fall negativ.

—x+4 = |2z —4|
—r+4 = —2x+4 |+2x—-4
z = 0

Dieses Ergebnis liegt nicht im untersuchten Bereich. Es bleibt also bei den beiden Losun-
gen:

L= {103
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3.1.20 Aufgabe 20
4—ldx+6|+]2c—-2/=0 D=R

Hier miissen die beiden Betrige einzeln aufgelost werden. Das fithrt zu mehr als zwei
Féllen. Daher fiihre ich das aus Platzgriinden nacheinander durch. Der linke Betrag
wird zuerst aufgelost.

Untersuchung fiir x > —1, 5:

4—(4z+6)+[2x-2[ = 0
4—dx—6+ 20 -2 =
—dr -2+ 2z -2 =

Beim Auflosen des zweiten Betrages ergeben sich wieder zwei Fille:

flirx>2: fiirz <2:
—dr—242x—-2 = 0 —dxr—2—-(2x—-2) = 0
—2r—4 = 0 |+4 —4r—2-2x+2 = 0
-2z = 4 |:(-2) —6z = 0 |:(—6)
r = =2 r = 0

Nur das Ergebnis des rechten Falls liegt im untersuchten Bereich, fiir den linken gilt
das nicht. Es folgt der andere Fall aus der ersten Fallunterscheidung:

Untersuchung fiir x < —1,5:

44 (4 +6)+[2v -2 = 0
44+4r+6+22-2] = 0
dr+10+ 120 -2 = 0

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich eigentlich wieder zwei Fille, ndmlich
x > 1 und x < 1. Da der erste aber komplett au3erhalb des hier untersuchten Bereiches
x < —1,5 liegt, eriibrigt sich eine weitere Fallunterscheidung, der Betragsinhalt ist auf
jeden Fall negativ.

dr+10—-(2z—-2) = 0
dr+10—-2z+2 = 0
2e+12 = 0 |—12
20 = =12 |:2
r = —6

Dieses Ergebnis liegt im untersuchten Bereich. Es gibt also zwei Losungen:

L ={—6;0}
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3.1.21 Aufgabe 21
122 4 8| + 6 = |2z — 6| D=R

Hier miissen die beiden Betriage einzeln aufgelost werden. Das fithrt zu mehr als zwei
Féllen. Daher fithre ich das aus Platzgriinden nacheinander durch. Der linke Betrag
wird zuerst aufgelost.

Untersuchung fir x > —4:

2 +846 = |2z — 6]
20+ 14 = |2z — 6|

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich wieder zwei Félle:

firz > 3: fir z < 3:
2 +14 = 2x—6 |—2z 2 +14 = 2246 |—14+2x
14 = —6 (falsche Aussage) dr = -8 | : 4
r = =2

Nur das Ergebnis des rechten Falls liegt im untersuchten Bereich, fiir den linken ergibt
sich eine falsche Aussage, hier gibt es keine Losung. Es folgt der andere Fall aus der
ersten Fallunterscheidung:

Untersuchung fiir z < —4:

—2r—8+4+6 = |2z —0|
—2r—2 = |2z — 6]

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich eigentlich wieder zwei Fille, ndmlich
x > 3und x < 3. Da der erste aber komplett auflerhalb des hier untersuchten Bereiches
x < —4 liegt, eriibrigt sich eine weitere Fallunterscheidung, der Betragsinhalt ist auf
jeden Fall negativ.

—2r—2 = 2x+6 |+2
—2 = 6 (falsche Aussage)

Da sich eine falsche Aussage ergeben hat, gibt es auch in diesem Bereich keine Losung.
Es bleibt also bei der einzigen Losung:

L={-2}
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3.1.22 Aufgabe 22
|t —3| — |z —5]=2

Auch hier miissen die beiden Betrige einzeln aufgelost werden. Das fithrt zu mehr als
zwei Féllen. Daher fiithre ich das aus Platzgriinden nacheinander durch. Der linke
Betrag wird zuerst aufgelost.

Untersuchung fiir x > 3:

r—3—|r—5 = 2

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich wieder zwei Félle:

firz>5: flir x <5
r—3—(x—5) = 2 r—3+(x—-5) = 2
r—3—x+5 = 2 r—3+xr—-5 = 2
2 = 2 (wahre Aussage) 2e -8 = 2 |+8
20 = 10 |:2
r = 5

Alle x aus dem linken Fall gehoren zur Losungsmenge, da sich eine wahre Aussage
ergibt. Die ,,5* aus dem rechten Fall gehtrt gerade eben nicht mehr zum untersuchten
Bereich. Die Bedingungen fiir den linken Fall kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

Ly ={zlx > 3Nz >5}={x|z > 5}
Es folgt der andere Fall aus der ersten Fallunterscheidung:

Untersuchung fiir x < 3:

—x+3—|r—5 = 2

Beim Auflésen des zweiten Betrages ergeben sich eigentlich wieder zwei Fille, ndmlich
x > 5und x < 5. Da der erste aber komplett au3erhalb des hier untersuchten Bereiches
x < 3 liegt, eriibrigt sich eine weitere Fallunterscheidung, der Betragsinhalt ist auf jeden
Fall negativ.

—r+3+xr—-5 =
—2 = 2 (falsche Aussage)

Da sich eine falsche Aussage ergeben hat, gibt es auch in diesem Bereich keine Losung.
Es bleibt also bei der Losung:

L = {z|x > 5}
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3.1.23 Aufgabe 23
22 4 3| — 20 = |32 — 12|

Hier haben wir zwei verschiedene Betrage. Um sie aufzulésen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des linken Be-
trages grofler oder gleich Null ist.

Untersuchung fir z > —1,5:

20 +3-20 = |3z — 12|
20 — 17 = |3z 12|
flirx >4: fir x < 4:
20— 17 = 3x—12 | =3z +17 20— 17 = =3z+12 |4+ 3x+17
—r =5 |2 (—1) br = 29 |:5
r = =5 (entfallt) xr = 5,8 (entfallt)

Untersuchung fiir x < —1,5 :

—2r—3-20 = |3z — 12
—2r—23 = |3z — 12
firx >4: fir x < 4:
" —2x—23 = —3r+12 |+3z+23
(entallt) r = 35 (entfallt)

Keine der drei Teillosungen liegt innerhalb der jeweiligen untersuchten Bereiche. Daher
ist die Losungsmenge leer.

=0
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3.1.24 Aufgabe 24
|z — 1|+ |z +5/=6

Hier haben wir zwei verschiedene Betrage. Um sie aufzulésen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des linken Be-
trages grofler oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir x > 1 :

r—14+]z+5 = 6 |+1
r+lz+5 =7
firx > —5: flir x < —5:
r+x+5 =7
2e+5 =7 |-5
20 = 2 | : 2 (entfillt)
r = 1
Ly = {1}

Untersuchung fiir x < 1:

—(z—=1)+|z+5] = 6
—z+1+|z+5 = 6 |—1
—x+]r+5 =5
firz > —5: firz < —5:
—r+x+5 = 5 —xz—(z+5) =5
5 = 5 (wahre Aussage) —r—xr—5 =5

—2r—5 =5 |+5
—2x = 10 |:(-2)
xr = —5 (entfallt)

Der zweite untersuchte Bereich entféllt, da > 1 und = < —5 nie gleichzeitig moglich
ist. Bleibt noch der dritte Bereich. Hier haben wir eine wahre Aussage erhalten, alle x im
untersuchten Bereich gehoren also zur Losungsmenge. Wir legen die beiden Bedingungen
iibereinander, um die erste Losungsmenge L; zu bestimmen.

Bed. 2 |
|

| | | |

|
T T T T T T

-6 -5 -4 -3 -2-10 1 2

Hinzu kommt die erste Losung Ly = {1}. Sie passt genau oben an L,. Wir erhalten:

L={z|-5<z<1}
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3.1.25 Aufgabe 25
‘|x . 2‘ —1

Hier haben wir verschachtelte Betrdge. Um sie aufzulosen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des inneren
Betrages grofler oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > 2 :

lt—2-2 =1
lz—4] = 1
firx>5: fir z < 5:
r—4 =1 | +4 —(x—4) =1
r =5 —r+4 =1 | —4
L, = {5} - = =3 |:(-1)
r = 3
L, = {3}
Untersuchung fiir x < 2 :
|—(x—2)—2] =1
|—x+2-2] = 1
[—al = 1
firz<0: fir z > 0:
—r = 1 |:(—1) —(—z) =1
r = —1 r =1
Ly = {-1} Ly = {1}

Wir fassen die Losungsmengen zusamen:

L={-1;1;3;5}
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3.1.26 Aufgabe 26

|z —1]—4

=1

Hier haben wir verschachtelte Betrdge. Um sie aufzulosen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des inneren

Betrages grofler oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > 1 :

lt—1—4| = 4
lz—5] = 4
firx>5: fir z < 5:
r—5H = 4 |+ 5 —(x—=5) = 4
xr = 9 —x+5 = 4 |—5
L, = {9} —r = —1 [:(=1)
r = 1
Ly = {1}
Untersuchung fiir x < 1:
|—(z—-1)—4] = 4
|—x+1—-4] = 4
|—z—3] = 4
fir x < -3 firz > —-3:
—rx—3 = 4 |+ 3 —(—x—=3) = 4
—x =7 | (—1) r+3 =4 |-3
r = =7 r =1
L3 = —7} L4 = {}

Die Losungsmenge L4 ist leer, da das Ergebniss

(zwar nur knapp, aber eben doch)

auBerhalb des untersuchten Bereiches liegt. Wir fassen die Losungsmengen zusamen:

L={-7;1,9}
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3.1.27 Aufgabe 27
)|x 43— 1‘ _9

Hier haben wir verschachtelte Betrdge. Um sie aufzulosen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des inneren
Betrages grofier oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > —3:

lt+3—-1] = 2
et +2| = 2
firez > -2: flirx < —2:
r+2 = 2 |=2 —(z+2) = 2
r =0 —r—2 = 2 |+2
L, = {0} —r =4 |:(-1
r = —4
Ly = {}
Untersuchung fiir x < —3:
|—(z+3)—1 = 2
|—z—-3-1] = 2
| —z—4] = 2
firz < —4: flir x > —4:
—r—4 = 2 | +4 —(—x—4) = 2
—xr = 6 | (—1) r+4 = 2 |—4
xr = —6 r = =2
Ly = {6} Ly = {}

Die Losungsmengen Ly und Ly sind leer, da die Ergebnisse jeweils auflerhalb des unter-
suchten Bereiches liegen. Wir fassen die Losungsmengen zusamen:

L ={—6;0}
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3.1.28 Aufgabe 28
|20 — 8| — 3z| =4

Hier haben wir verschachtelte Betrdge. Um sie aufzulosen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des inneren
Betrages grofier oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > 4 :

|20 —8 —3z| = 4
|-z -8 = 4
fir x < -8 fir z > —8:
—r—8 = 4 |+ 8 —(—x—8) = 4
-z = 12 |:(-1) r+8 =4 |-8
r = —12 r = —4

Li = {} Ly = {}
Untersuchung fiir z < 4 :
| — (22 —8)—3z| = 4

| —2x+8—3z] = 4
| —bx+8 = 4

fiir x <1,6: fiir x > 1,6 :

—Sr+8 = 4 | — 8 —(=5x+8) = 4
—br = —4 | : (—5) br—8 = 4 | +38
r = 0,8 Sxr = 12 )
L3 = {0,8} xr = 2,4
L, = {2,4}

Die Losungsmengen L; und L, sind leer, da die Ergebnisse jeweils aulerhalb des unter-
suchten Bereiches liegen. Wir fassen die Losungsmengen zusamen:

L ={0,8;2,4}

29



3.2 Ungleichungen mit Betrdagen
3.2.1 Aufgabe 1
2+|z+3/<3 D=R

fiirz > -3 firz < —3:
24243 < 3 |-5 2—(z+3) < 3
r < =2 2—r-3 < 3 |+1
—x < 4 |:(—1)
r > —4
o Erg. Erg. o
]?(d'x | | | | 1B(d1
-5 —4 -3 -2 -1 -5 —4 -3 -2 —1
Ly ={z]| -3<x< -2} Ly={z]-4<x< -3}

Zusammengefasst werden die Losungsmengen in der Vereinigungsmenge L = Ly U Lo.

| | | | |
T T T T T

-5 —4 =3 -2 -1

Bei = —3 stoflen die beiden Bereiche ,,nahtlos® aneinander. Die Zahlen knapp unter —3
gehoren zu Lo, ab —3 dann zu L. Daher kann man die Losungsmenge zusammenfassen:

L={z|]-4<z< -2}
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3.2.2 Aufgabe 2
r—|20—12| >0 D =R

firz >6: flir x <6 :
r—02x—-12) > 0 r+(2r-12) > 0
r—2r+12 > 0 | — 12 r+2x—12 > 0 |+12
—x > =12 |:(-1) 3z > 12 |:3
r < 12 x > 4
| Erg rg. |
| lBel(l‘E | | | | | | | | | | lBled | | | | |
345678 910111213 3456 78910111213
Ly ={z|6 <z <12} Ly ={z|4 <z <6}

Rot: Bedingung,  Blau: Ergebnisterm,

Zusammengefasst werden die Losungsmengen in der Vereinigungsmenge L = L U Lo.

| | | |

1
3456 78910111213

Bei z = 6 stoflen die beiden Bereiche ,nahtlos“ aneinander. Die Zahlen knapp unter 6
gehoren zu Ly, ab 6 dann zu L;. Daher kann man die Losungsmenge zusammenfassen:

L={z|4<z<12}
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3.2.3 Aufgabe 3
5—3-|z—6/<3zx-7 D=R

firxz >6: fir z <6:
5—-3-(z—6) < 3x-7 54+3-(z—6) < 3x—7
5—3z+18 < 3x—-7 |-3z 543r—18 < 3x—-7 |—3x
23 —6x < -7 | — 23 —-13 < -7
—6r < =30 | : (—6)
r > 5
Fre. | Erg.
! ! 113(\’(1' !ﬁ ! ! ! ? BCd{ !
3 4 5 6 7 8 3 4 5 6 7 8
Ly = {z|x > 6} Ly = {z|x < 6}

Die Untersuchung des rechten Falles hat eine wahre Aussage ergeben. Die ist natiirlich
im gesamten rechts untersuchten Bereich wahr, also ist die Bedingung fiir den rechten
Bereich auch schon die entsprechende Teillosungsmenge. Zusammengefasst werden die
Losungsmengen in der Vereinigungsmenge L = Ly U Lo.

Schaut man sich die beiden Teillosungsmengen genau an, wird man feststellen, dass sie
zusammengenommen die Menge aller Reellen Zahlen ist. Die Betragsungleichung ist also
immer erfiillt.

L=R
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3.2.4 Aufgabe 4
2-|lx—1| > 8 D=R

firz>1: flirx <1:
2-(x—1) > 8 —2-(z—1) > 8
20 —2 > 8 |42 —2zx+2 > 8 |-2
2 > 10 |:2 —2r > 6 |:(-2)
xr > b r < =3
Erg. o—— ——o Erg.
I I I 1B?d’f I I I I I I I I I | ?Be}d'x I I I
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 —4-3-2-1 1 2 3 4 5 6
Ly = {z|x > 5} Ly = {z|x < =3}

Zusammengefasst werden die Losungsmengen in der Vereinigungsmenge L = Ly U L.

| | | | [
T T T T T

| | | | | |
T T T T T T
—4-3-2-1 1 2 3 4 5 6

Diese beiden Bereiche stoflen nicht aneinander, sie konnen also nur in aufzéhlender Form
in die Losungsmenge aufgenommen werden.

L={zlx < -3Vz>5}

33



3.2.5 Aufgabe 5
|z + 1| — |22 — 6] <10 D=R

Hier haben wir zwei verschiedene Betrage. Um sie aufzulésen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. ZweckméafBigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des linken Be-
trages grofer oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > —1:

r+1—1]22-6| <10

firz > 3: firz < 3:
r+1—(2x—-6) < 10 r+14+2x—-6 < 10
r+1—-2x+6 < 10 3r—5 < 10 | +5

—x+7 < 10 |—=7 3r < 15 |:3
- < 3 |:(-1) r < 5
rx > =3
Erg. | | Erg.
| 1Bedx' 1 1: | | | | | | 1Bedf 1 E | | | | | |
—4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 —4-3-2-1 1 2 3 4 5 6
Ly = {z|x > 3} Ly={z]-1<xz<3}

Der andere Fall war x < —1. In diesem Bereich ist der Inhalt des rechten Betrages stets
negativ. Eine weitere Fallunterscheidung ist hier also nicht notwendig.

Untersuchung fiir x < —1:

—(x4+1)—2z—-6] < 10

—(z+1)+2zx—-6) < 10

—rx—14+2z—-6 < 10
r—7 < 10 |47

r < 17

Erg.

]

1
| | | | | | | | | |
T T T T T T T T

—4-3-2-1 12 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18

Wir erhalten insgesamt 3 Teillosungsmengen. Zusammengefasst werden die Losungsmen-
gen in der Vereinigungsmenge L = L1 U Ly U Ls.
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Ly
° Ly
1 Il Il Il Il Il Il Il Il

|

T T T T T T T T T
10 11 12 13 14 15 16 17 18

——t—t—t—+—+——+—t—t+—+—+—
—4-3-2-1 123 45 6 7 89
Die drei Teillosungsmengen stoflen ,,nahtlos“ aneinander. Zusammen decken sie die Men-

ge aller Reellen Zahlen ab.
L=R
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3.2.6 Aufgabe 6
||l —5|—3] <4 D=R

In dieser Aufgabe haben wir zwei ineinander verschachtelte Betréige. Das bedingt ent-
sprechend eine doppelte Fallunterscheidung. Wir beginnen damit, den inneren Betrag
aufzulosen, weil das einfacher ist. Aus Platzgriinden werden die beiden sich ergebende
Fille untereinander bearbeitet.

Untersuchung fiir x > 5 :

lt—5—-3] < 4
|t —8] < 4
fir x > 8: fir x < 8 :
r—8 < 4 |+8 —(x—8) < 4
r < 12 —r+8 < 4 | — 8
—r < —4 |:(=1)
rx > 4
| Erg. Erg. |
lBe(lll Il l l l Il l l l lBedlll Il Il Il Il Il Il Il Il
345 6 7 8 9 1011 12 13 345678910111213
Ly ={z|8 <z <12} Ly ={z|5 <z <8}

Es folgt der zweite Fall aus der ersten Fallunterscheidung. Beide Fille existieren, die
Fallunterscheidung muss also durchgefiihrt werden.

Untersuchung fiir x < 5 :

|—(x—=5)-3] < 4
| -x+5-3] < 4
|—z+2] < 4
fiir » <2 fir @ > 2:
—r+2 < 4 | —2 —(—z+2) < 4
< 2 |:i(-1) r—2 < 4 |+2
r > =2 r < 6
Erg. | | Erg
Il Il Il 1 Il Il Il Il ? BL(1 11 Il Il Il 1 Il Il Il Il ? Bcld“ 11
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—3—-2-1 1234567 —3—-2-1 1 2 3 45 6 7
Ly={z]| -2<z<2} Ly={z|2 <z <5}
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Wir erhalten also 4 Teillosungsmengen. Zusammengefasst werden die Losungsmengen in
der Vereinigungsmenge L = L U Ly U L3 U Ly.

—_
L3 L
|

| | | ] | | | | |
T T T T T T T

|
—-3-2-1 123 45 6 7 8 9 10111213

Die Teillosungsmengen passen liickenlos aneinander, wenn man sie in der Reihenfolge
Ls — Ly — Ly — Ly aneinanderlegt. Die Gesamtlosungsmenge ergibt sich als:

L={z|-2<x<12}
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3.2.7 Aufgabe 7
r—20+4]>1— |z —2| D=R

Hier haben wir zwei verschiedene Betrage. Um sie aufzulésen, miissen wir eine doppelte
Fallunterscheidung machen. Zweckméfigerweise fithren wir diese nacheinander durch.
Aus Platzgriinden beginnen wir mit dem ersten Fall, in dem der Inhalt des linken Be-
trages grofler oder gleich Null ist.

Untersuchung fiir z > —2:

r—2x+4) > 1—|z—2|
r—2r—4 > 1—|z—2
—r—4 > 1—|z—2]

firx>2: fir z < 2:
—x—4 > 1—(x—2) —r—4 > 1+ (z—-2)
—r—4 > 1—x+2 —x—4 > 14+x—2
—r—4 > 3—=x |+ —r—4 > —1+=x | —z+4
-4 > 3 -2z > 3 |: (=2)
r < —1,9

(falsche Aussage)

—— o Erg.

Bqd. 1 E
T

| | [ | [ |
T T T T T T T T T T

-4 -3 -2 -1 1 2 3 -4 -3 -2 -1 1 2 3

Bqd. 1 E
T

Eine Besonderheit liegt bei der ersten Teillosungsmenge L; vor. Der Ergebnisterm —4 > 3
ist stets falsch, ist also eine falsche Awussage. Daher ist L eine leere Menge.
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Der andere Fall war x < —2. In diesem Bereich ist der Inhalt des rechten Betrages stets
negativ. Bine weitere Fallunterscheidung ist hier also nicht notwendig.

Untersuchung fiir r < —2:

4+ 2z +4) > 1—|z—2|
r+2x+4 > 1+ (z—2)
3r+4 > 14+x—2
3x+4 > x—1 | —z—4
2 > =5 |: 2
r > —2.5
Erg. o
ﬁBedW | ! ! !
T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3

Ly={z|-2,5<z< -2}

Wir haben insgesamt 3 Teillosungsmengen erhalten. Sie ergeben sich jeweils aus der
UND-Verkniipfung der Bedingung(en) und des Losungsterms. Da L leer ist, ergibt sich
L nur aus der Vereinigung von Ly und Ls.

| | | | [ | | |
T T T T T T

-4 -3 -2 -1 1 2 3

Die beiden Bereiche stoflen , biindig*“ aneinander, die Gesamt-Losungsmenge ldsst sich
also wie folgt zusammenfassen:

L={z]-2,5<z<-1,5}
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