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1 Grundlagen der Trigonometrie

An dieser Stelle mochte ich auf die Grundlagen verweisen, die hier zu finden sind:

http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/trigo.pdf

2 Verschiebungen

2.1 Vertikale Verschiebung

Will mal eine beliebige Funktion wie beispielsweise f(z) = sinx nach oben oder nach
unten verschieben, dann muss man lediglich einen Verschiebungsparameter addieren
bzw. subtrahieren. Als Beispiel sind hier diese drei Funktionen dargestellt:

fi(z) = sinz
fa(z) = sinz+2
fs(z) = sinz—3
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Die Funktion fo(z) = sinz + 2 ist gegeniiber fi(z) =sinz um 2 Einheiten nach oben
verschoben, f3(z) = sinz — 3 um 3 Einheiten nach unten. Allgemein bewirkt eine Funk-
tion dieser Form:

eine Verschiebung um die Konstante d nach oben gegeniiber der Funktion g(x). Hierbei
kann ¢(z) eine Trigonometrische Funktion sein, muss es aber nicht. Die Formel ist fiir
alle Funktionen giiltig.


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/trigo.pdf

2.2 Horizontale Verschiebung

Eine horizontale Verschiebung erhilt man, wenn man anstelle von x einen Term (x — ¢)
einsetzt. Sehen wir uns dazu auch Beispiele an:
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Man kann erkennen, dass die Funktion f(z) = sin(z — 1) gegeniiber fi(x) = sinz um
eine Einheit nach rechts verschoben ist. Die Funktion f3(z) = sin(z + ) ist um 3

2
Einheiten nach links verschoben.

Fassen wir zusammen: Will man eine Funktion g(z) um ¢ Einheiten nach rechts
verschieben, dann erhélt man diese Funktion:

f(x) =g(z —c)

Man beachte das Minuszeichen vor dem ¢! Ein Pluszeichen wiirde eine Linksverschie-
bung bewirken.

Interessant ist hierbei, dass diese Formel fiir jede beliebige Funktion gilt, also nicht
nur fiir Trigonometrische Funktionen!

Fiir die Winkelfunktionen gibt es jedoch ein paar Besonderheiten. Wegen der Priodizitét
der Sinus- und der Kosinusfunktion mit der Periode 27 kénnen diese Funktionen um ein
beliebiges Vielfaches von 27 nach rechts oder links verschoben werden, ohne dass sich der
Funktionsgraph dndert. Dann trifft ein Wellenberg wieder genau auf den néchsten (oder
den vorangehenden) Wellenberg. Dies gilt wohlgemerkt nur fiir die Sinus- und die Ko-
sinusfunktion! Bei der Tangensfunktion betriagt die Periodenldnge nur 7. Entsprechend
kénnte die Tangensfunktion um jedes ganzzahlige Vielfache von 7 verschoben werden,
ohne einen anderen Funktionsgraphen zu erhalten.

Aus den gleichen Griinden kann beispielsweise bei der Sinus- und der Kosinusfunktion
eine Verschiebung um den Betrag 7 nach rechts auch aufgefasst und dargestellt werden
als eine Verschiebung um den Betrag 37” nach links. Beispiel:



T\ 3
CoS x—g = Cos x—i—;

Verschiebt man die Funktion ¢g(z) = sinz um einen Rechten Winkel nach links (also um
%), erhélt man bekanntlich die Funktion f(x) = cosz:

. T
COST = sIn (x + 5)

Die Funktion f3(x) = sin(z + %) aus dem obigen graphisch dargestellten Beispiel konnte
also auch als f3(x) = cosx beschrieben werden. Es gibt keine eindeutige Beschrei-
bung!

3 Dehnung und Stauchung

3.1 Vertikale Dehnung und Stauchung

Multipliziert man eine gegebene Funktion als ganzes mit einem Faktor a, dann erhélt
man eine vertikale Dehnung. Wir sehen uns das wieder an Beispielen an.
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Multipliziert man die Funktion f;(z) = sinz mit dem Faktor 1,5, dann erhélt man die
Funktion fo(z) = 1,5-sinz. In der Grafik ist erkennbar, dass der Funktionsgraph verti-
kal um den Faktor 1,5 gedehnt wurde. Die Funktion f3(x) = —0,8 - sinz entstand aus f;
durch Mulitiplikation mit —0,8. Dadurch, dass der Faktor negativ ist, wird der Funkti-
onsgraph gleichzeitig an der Abszisse (z-Achse) gespiegelt, weil der Betrag < 1 ist, wird
der Graph gestaucht.

Allgemein gilt fiir eine vertikale Dehnung der Funktion g(x) zu f(z) diese Formel:



flz) =a-g(x)
Auch diese Formel gilt allgemein fiir jede Funktion, also nicht nur fiir Trigonometrische
Funktionen.

Speziell fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion nennt man den Parameter a die Am-
plitude der Funktion. Mit @ = 1 (bzw. ohne a) pendeln diese Funktionen zwischen den
Werten 41, mit einem anderen a zwischen den Werten +a. Ein negativer Wert fiir a
bewirkt zusétzlich eine Spiegelung des Funktionsgraphen an der z-Achse.

3.2 Horizontale Dehnung und Stauchung

Multipliziert man in einer gegebenen Funktion den x-Wert mit einer Konstanten, dann
erh&lt man eine horizontale Dehnung oder Stauchung. Wieder sehen wir uns das zunéchst
an Beispielen an.
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Gehen wir zunéchst von der Funktion f;(z) = sinx aus. Im Vergleich dazu ist die Funk-
tion fy(x) = sin 3z dreifach gestaucht, von f; passen drei Halbwellen in den Bereich,
wo von fi nur eine Halbwelle liegt. Im Gegensatz dazu ist die Funktion f3(x) = sin 0,5z
gegeniiber f; gedehnt. Im Bereich einer Halbwelle von f3 liegen zwei Halbwellen von f.
Von fy(z) = sin(—1,5z) passen eineinhalb Halbwellen auf eine Halbwelle von f;. Gleich-
zeitig ist der Funktionsgraph an der Ordinate (y-Achse) gespiegelt.

Allgemein gilt fiir eine horizontale Stauchung der Funktion g(x) zu f(x) diese Formel:

flz) =g(b-x)
Auch diese Formel gilt allgemein fiir jede Funktion, also nicht nur fiir Trigonometrische
Funktionen.

Je grofer der Parameter b ist, desto stérker ist der Funktionsgraph gestaucht. Im Bereich
0 < b < 1 erfolgt eine Dehnung. Wenn b < 0 ist, erfolgt gleichzeitig eine Spiegelung an
der Ordinate (y-Achse).



4 Gemischte Dehnungen, Stauchungen und
Verschiebungen

Natiirlich kénnen auch alle Varianten miteinander gemischt werden. Das fiihrt zu dieser
allgemeingiiltigen Formel:

f(x):a-g(b~(x+c))+d

Hierbei bedeutet:

a: Vertikaler Dehnungsfaktor, auch Amplitude genannt
b: Horizontaler Stauchungsfaktor

c: Links-Verschiebung

d: Verschiebung nach oben

Es folgen ein paar Beispiele mit unterschiedlichen Funktionstypen.

Beispiel 1: Gegeben ist die Funktion mit
der Funktionsgleichung: ey / fa(r) =10,327
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fo(z) = 0,322

Diese Funktion ist violett dargestellt. Der Faktor a = 0,3 hat bewirkt, dass die Parabel
vertikal gestaucht wurde. Als néchstes wird nun der Parameter ¢ = —3 eingefiigt. Wir
erhalten fiir den néchsten Zwischenschritt:

fa(z) = 0,3(z — 3)?

Diese Kurve ist in griiner Farbe dargestellt. Gegeniiber f, haben wir eine Linksverschie-
bung von ¢ = —3, was eine Rechtsverschiebung um 3 Einheiten bedeutet. Bis zur gege-
benen Funktion f(x) = 0,3(x —3)? — 1,5 fehlt jetzt nur noch der Parameter d = —1,5.
Der Parameter d bedeutet die Verschiebung nach oben; weil d negativ ist, muss ent-
sprechend die Kurve um 1,5 Einheiten nach unten verschoben werden. Wir erhalten den
blau dargestellte Funktionsgraphen.



Beispiel 2: Fiir die nachfolgend dargestellte Funktion wird die Funktionsgleichung ge-
sucht.

=

Als Grundfunktion kommt hier die Funktion fi(x)=sinz in FrageEl Ausgehend von
dieser Funktion wére die Kurve um 0,5 Einheiten nach oben verschoben. Die gestrichel-
te blaue Hilfslinie markiert die Mittellinie der Sinuskurve. Hiermit steht schon mal der
Parameter d = 0,5 fest.

Als néchstes lesen wir an der Kurve die Amplitude ab. Von der Mittellinie aus gesehen
bewegt sich die Kurve um 0,8 Einheiten nach oben und nach unten. Damit kennen wir
den Parameter a = 0,8.

Aus der Kurve kann man eine Priodenléinge von 7 ablesen. Das ist genau die Hélfte der
Periodenlénge der Standard-Sinusfunktion. Hiermit erhalten wir den Parameter b = 2.

Gegeniiber der Standard-Sinusfunktion ist die Kurve um 7 nach rechts verschoben. Da-

mit bekommen wir den Parameter ¢ = —%.

Wir konnen die Ergebnisse zusammenfassen und erhalten die gesuchte Funktion:

f(z)=08-sin(2 (2= %)) +05

Multipliziert man die innere Klammer aus, dann erhélt man diese Form fiir die Funkti-
onsgleichung;:

f() = 0,8 - sin (2-95 _ g) 4105

Das mag auf den ersten Blick etwas verwirrend erscheinen, denn es sieht so aus, als hétten
wir einmal ¢ = —7 und einmal ¢ = —7 als horizontalen Verschiebewert. Wie passt das
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zusammen?

Ebenfalls moglich wire auch fi(x) = cosz, damit erhielte man natiirlich eine andere Funktionsglei-
chung fiir die Ergebnisfunktion, die spéter noch dargestellt wird.

7



Es kommt auf die Feinheiten an. Im ersten Fall wird davon ausgegangen, dass eine
Funktion g(z) = 0,8 - sin(2 - z) + 0,5 um einen bestimmten Wert horizontal verschoben
werden muss. Diese Funktion ist nachfolgend in blau mit eingetragen:

e ,
/

=

Tatsachlich muss diese Kurve um % nach rechts verschoben werden.

Im zweiten Fall geht man von der Funktion g(z) = 0,8 - sinx + 0,5 aus, die zunéchst
verschoben und anschlieflend erst gestaucht wird. Das sihe dann so aus:

Y

=

In blau ist diese gegebene Funktion g(z) eingezeichnet. Diese wird zur griinen Funktion,
indem sie um den Wert von 7 nach rechts verschoben wird. Diese griine Funktion wird
zum Schluss um den Faktor 2 gestaucht, wodurch man die rote Funktion f(x) erhilt.

Man muss also sehr genau aufpassen, in welcher Reihenfolge vorgegangen wird, damit
man die richtige Funktionsgleichung erhalt.



Alternative Lésungen: Wie vorhin erwéhnt, kann auch die Funktion f;(z) = cosx als
Ausgangsfunktion gewihlt werden. Analog zu den Uberlegungen vom ersten Lsungs-
ansatz kommt man auch hier zu den Parametern d = 0,5 und a = 0,8, weshalb das hier
nicht noch einmal dargestellt werden soll. Auch der Parameter b = 2 wird nach dem
gleichen Muster ermittelt. Bleibt noch die Frage nach der horizontalen Verschiebung.

Die ,normale“ Kosinuskurve startet an der y-Achse mit einem Maximum, die vorgege-
bene Funktion f(x) hat hier ein Minimum. Man kann dies als Verschiebung der Kurve
nach rechts oder links interpretieren, man kann aber eine vertikale Spiegelung als Ursa-
che unterstellen. Aber der Reihe nach:

Soll eine Ausgangsfunktion fi(x) = cosz horizontal so verschoben werden, dass auf
der y-Achse ein Minimum zu liegen kommt, dann muss sie genau um eine Halbwel-
le nach rechts oder nach links verschoben werden. Man erhélt dann fo(z) = cosx — 7
oder fy(x) = cosx + 7. Man beachte, dass hier die Halbwelle die Lange = hat, da die
horizontale Stauchung noch nicht in die Funktion eingearbeitet ist. Geht man dage-
gen von der bereits gestauchten Funktion f3(x) = cos2z aus, dann hat eine Halbwelle
die Linge 7. Setzt man fiir diese Funktion die Verschiebeformel an, dann erhélt man
fa(x) = cos (2(1’ —2)) bzw. fi(z) = cos (2(1’ + Z)). Durch Ausmultiplizieren der Klam-

mer kann man beide Formen jedoch in die mit fy(x) bezeichneten Formeln umformen.

Kommen wir nun zu der oben angesprochenen Moglichkeit einer vertikalen Spiegelung.
Gehen wir wieder von der Ausgangsfunktion f;(x) = cosx aus. Spiegelt man diese Funk-
tion an der z-Achse, dann erhélt man fo(z) = — cos z. Diese Funktion wiirde mit einem
Tiefpunkt an der y-Achse beginnen, genau so, wie die gesuchte Funktion f(z). Eine ho-
rizontale Verschiebung zusétzlich ist hier nicht erforderlich.

Nimmt man nun die bereits besprochenen Parameter a und d mit dazu, dann erhéalt man
fir f(z) diese Losungsmoglichkeiten:

f(z) =0,8-cos(2x — ) + 0,5
f(z) =0,8-cos(2z + m) + 0,5
f(z) = —=0,8-cos(2x) + 0,5

Alle diese Losungen sind richtig. Sie stellen die gleiche Funktion dar, ebenso wie die
schon zum Anfang dargestellte Form:

f(z)=08sin(2-2—2)+0,5
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