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Aufgabe 1

Fiir die Unterquerung einer Bahnstrecke durch
eine Strafle soll ein parabelférmiger Briickenbogen
verwendet werden. Am linken und rechten Rand der Py
Strafle verlaufen zwei gleichbreite Biirgersteige.

Von der linken Bordsteinkante (rechter Rand des
linken Biirgersteigs) aus gemessen werden folgende
Hohen des Briickenbogens festgelegt:

Abstand vom Bordstein: ‘ 0,50 m ‘ 1,00m ‘ 1,50 m
Hohe: 15,40m | 6,40m | 7,00m

Die zugehorigen Messpunkte sind in der Skizze als Py, P, und Pj3 eingetragen.
a) Legen Sie ein geeignetes Koordinatensystem in die Skizze!

b) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Quadratischen Funktion, die den Briicken-
bogen darstellt!

c) Welche Breite haben die Biirgersteige und die Fahrbahn?

d) Kann ein Schwertransporter mit 3m Breite und 5m Hoéhe durch die Unterfithrung
fahren?


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/tmt21.pdf

Aufgabe 2
Es soll im Zielbereich des P-Weg-

Mountainbike-Rennens von Plet- y

tenberg als Publikumsattraktion m
ein sogenannter ,Pumptrack” auf- | X
gebaut werden. Hierunter versteht

man eine wellenartige Fahrbahnstruktur, wie nebenstehend dargestellt. Der Rennfahrer

muss dabei drei Wellen hinauf und wieder hinunter fahren. In der Einheit Meter ist fiir
den Fahrbahnverlauf diese Funktion vorgesehen:

f(z) =0,4-sin <2x - g) +k

1. Bestimmen Sie den Parameter k£ so, dass die Rennfahrer ohne Stufe am Ko-
ordinatenursprung in die Rampe hineinfahren koénnen. (Die x-Achse stellt die
Fahrbahnhohe auerhalb der Rampe dar.)

2. Welche Gesamthohe hat jede der zu durchfahrenden Wellen?
3. Welche Gesamtlinge hat die Rampenkonstruktion?

4. Wo liegen die steilsten Stellen der Fahrbahn und wie grof} ist der Steigungswinkel
a dort?

Runden Sie bitte die Lingenmafle auf ganze Zentimeter, den Winkel o auf % Grad!

Aufgabe 3

Eine modern gestylte Tiirklinke

soll als Griff einen Drehkorper aus

Edelstahl X8CrNil8-9 mit einer i
Dichte von p = 7,852 -5 bekommen.
Die Oberflichenkontur im Léngs-
schnitt ist eine Parabel. Am linken
Rand hat der Griff einen Durchmes-
ser von 14mm. 60 mm rechts davon hat der Koérper seinen gréfiten Durchmesser mit
32mm. Am rechten Ende lauft der Griff spitz zu. Berechnet werden soll nur der hier
grau markierte Teil, der zylindrische Ansatz am linken Rand bleibt unberiicksichtigt.
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1. Legen Sie eingeeignetes Koordinatensystem in das Werkstiick!
2. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(z) der Parabel!
3. Welche Lange hat das grau markierte Tiirklinkenteil?

4. Welche Masse hat dieses Tiirklinkenteil?

5. Wieviel % des Rohlings (ein Zylinder mit 32mm Durchmesser und der Lénge
geméB Punkt 3) muss zerspant werden?
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Losungen:

Aufgabe 1

zua) Die z-Achse wird auf das StraBenniveau
gelegt. Alle Hohenmafle werden von hier aus
gemessen. Da sich alle angegebenen horizon-
talen Mafle auf den linken Bordsteinrand Py
beziehen, ist es zweckmifBig, hier den Koordi- P,

natenursprung hin zu legen.

Py
zu b) Die Normalform der Quadratischen
Funktion lautet:

f(z) =az’+ bz +c

Aus den drei Hohenangaben in unterschiedli- X
chen Abstéinden vom Bordsteinrand ergeben
sich diese drei Punkte auf der Parabel:

P1(075|574) P2<1’674) P1(175|7)
Die Koordinaten jedes Punktes werden in die Funktionsgleichung eingesetzt.

(1) f(0,5) = 54 = a-052+b-05+c = 54
2 f(1) = 64 = a-1*+b-1+¢c = 64
3) f(15) =7 = a-15°+b-15+c = 7

Zusammengefasst erhédlt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung.

(1) 0250 10,50 +c = 54
(2) a +b +c¢ = 64
(3) 2250 +15b +c = 7

Dieses Gleichungssystem kann mit jedem beliebigen Verfahren gelost werden. Es bietet
sich beispielsweise die Cramersche Regel an.

54 05 1
64 1 1
7 15 1

0,25 0,5 1
1 1 1
225 1,5 1
544+35+96—-7—-81—-32

0,25+ 1,125+ 1,5—2,25—-0,375 - 0,5

0,2
—0,25
a = —0.8




0,25 54 1

1 64 1
) 225 7 1
a —0,25
164+1215+7—144—175—-54
N —0,25
038
=025
b = 3,2

Ich setze beide Werte in Gleichung (2) ein, um den Parameter ¢ zu bestimmen.

a+b+c = 64
—08+32+c¢c = 64 —-24
c = 4

Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung: | f(z) = —0,82% + 3,2z + 4

zu c¢) Fiir die Bestimmung der Biirgersteigbreite bestimmt man sinnvollerweise die
Nullstellen der Funktion.

flzo) = 0
08224320044 = 0 2 (~08)
3 —drog—5 = 0

.1701/2 = Qi\/4+5

= 243
Tor = —1 To2 = 9
Die linke Biirgersteigkante des linken Biirgersteiges liegt bei x9; = —1, die rechte im Ko-

ordinatenursprung bei x = 0. Daher betrédgt die Biirgersteigbreite der Differenz dieser

beiden z-Werte:

Aus xg; = —1 und xgo = 5 ergibt sich die Gesamtbreite des Tunnels von 6 m. Subtrahiert
man davon die beiden Biirgersteighreiten von je 1m, dann erhélt man die Fahrbahn-

breite:

zu d) Es gibt zwei mogliche Losungsansétze:

1. Man bestimmt die x-Werte, die zur maximal zuléssigen Hohe vom 5 m passen und
bestimmt deren Abstand. Dieser sollte mindestens 3 m betragen.

2. Man bestimmt zun&chst den Scheitelpunkt der Parabel und legt dann symmetrisch
zu seinem x-Wert die x-Werte fest, die zu der maximalen Breite von 3 m passen.
Dann bestimmt man die zugehorigen y-Werte. Diese Hohen sollten dann mindestens
5m betragen.



Losungsvariante 1:

flau) =5
—0,82% +32zg+4 = 5 | -5
—0,87% + 3205 —1 = 0 | (=0,8)
% —dry +1,25 = 0
rmp = 24+4/22— 125
= 2£275
~ 241,658

TH1 =~ 0,342 THo = 3,658

Aus der Differenz bekommen wir die Breite B des Parabelbogens im Bereich der vorgegebenen
Mindesthohe von 5m.

B =2zpy—xm ~ 3,668 — 0,342 = 3,316

Da der LKW mit maximal 3 m schmaler als 3,316 m ist, passt er unter der Unterfithrung
hindurch.

Losungsvariante 2:
Der z-Wert des Scheitelpunktes kann durch diese Formel bestimmt werden:

b 3,2

= - ——— = 2
5T T T T2 (—0,8)

Féhrt der LKW mittig unter dem Parabelbogen hindurch, dann befindet sich seine linke
bzw. rechte Seite jeweils eine halbe Fahrzeugbreite neben dem Scheitelpunkt.

w

tR=2+ =35

Ob man nun die Hohe bei z;, oder bei xr bestimmt, ist gleichgiiltig. Wegen der Spiegel-
symmetrie zum Scheitelpunkt miissen beide Werte gleich sein.

hmas = fzr) = —0822 + 322, +4=-08-05>+32-05+4=54

Der LKW diirfte demnach 5,4 m hoch sein, bis er bei mittiger Fahrt anstoft. Weil er nur
5m hoch ist, kann er die Unterfithrung passieren.



Aufgabe 2

Teil 1: Den tiefsten Punkt mit y = 0 erreicht man, wenn der Sinuswert —1 ist. (Alter-
nativ konnten natiirlich auch mit Hilfe der ersten Ableitung die Tiefpunkte bestimmt
werden.)
0 = 04-(-1)+k
0 = —04+k | +04
04 = k

s
Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = 0,4 - sin (2:& — 5) +0,4

Teil 2: Den hochsten y-Wert erreicht man, wenn der Sinuswert +1 betragt. (Alternativ
kénnten natiirlich auch mit Hilfe der ersten Ableitung die Hochpunkte bestimmt werden.)

h=04-14+04=0,8
Die Hohe betrégt:

Teil 3: Die Gesamtlinge der Rampe betridgt drei Perioden der Sinusfunktion. Dazu
muss das Argument der Sinusfunktion drei mal einen Winkel von 27 durchlaufen.

e o) - o

7 v
22, —=—2-0+ - = Om

2 2
2v;, = 67 |: 2
xr;, = 3T
x, ~ 942

Die Rampenléange betréigt: |z, = 3mm ~ 9,42m




Teil 4: Die steilsten Stellen liegen in den

Wendepunkten. Dafiir wird die zweite Ablei-

tung benétigt, fiir die Kontrolle auch die dritte.

flz) =

fllz) = 042
f'(z) = 08-2-
f///(x)

0.4 - sin (23: - g) iy

T
CoS (2x — —)
2

0.8 97 — &
8-cos | 2z — 5

(o(-9)

i s
—1,6 - sin (2x — 5)
s
—1,6-2-cos <2x — 5)
T
—3,2 - cos <2m — §>

An der Wendestelle muss die zweite Ableitung Null sein.

f"(zw)
T
—1,6 -sin | 2z — =
2
] T
sin | 2zw — 5
T
ZZEW — §

=0

= 0 | (—=1,6)
=0 |arcsin.. ..
= arcsin(

Da die Sinusfunktion fiir alle Winkel z -7 mit z € Z Null ergibt, gibt es keine eindeutige

Losung. An allen diesen Stellen liegt wegen
betragsméfig die gleiche Steigung vor.

der Periodizitat der Sinusfunktion zumindest

s
2xw—§ = arcsin(
2w — — |+
Wy = 2T 5
T
2oy = 2 T+ |: 2
7r+7r
W= fe Ty
(2z+1)-7
Tw —



Im Bereich der Rampe mit 0 < x < 3 - 7 sind das die Werte:

_ T _ 3w __ 5w _ _ 97 _ 1w
ITwi = g Tw2 = 4 Tws = 4 Twa = 3 Tws = 4 ITwe = ~x

Diese Werte erhélt man, wenn man fiir z die Werte von 0 bis 5 einsetzt.

Mit der dritten Ableitung kann nun gepriift werden ob tatsdchlich Wendepunkte vorlie-
gen. Wegen der Periodizitdt der Sinusfunktion mit der Periode 27 sind die Werte von
Twi, Tws, Tws einerseits und die Werte von xywo, Twa, Twe andererseits jeweis identisch.
Es reicht also aus, die Priifung mit xy; und xyo durchzufithren.

" (ww) = —3,2 Uy — — | = — T_T)__
wi) = —3,2 - cos | 2z 5] = 3,2 - cos 2-4 5| = 3240

f”/( B T\ 3mrw B
Tywe) = —3,2 - o8 2xW2—§ = —3,2-cos Q-Z—i =32#0

Die dritte Ableitung ist in beiden (und damit in allen) Féllen # 0, damit ist nachgewiesen,
dass es sich tatsdchlich um Wendepunkte handelt. Mit Hilfe der ersten Ableitung kann
nun die jeweilige zugehorige Steigung bestimmt werden.

my = f’(ﬂfvvl)

T
= 04-2-cos|2xy1 — 5)

T
= 04-2-cos 2-1—5)
= 0,4-2-cos0
= 04-2-1
my = 0,8
my = f(Tw2)
= 04-2-cos|2xwo — g)
3m m
= 0,4-2-cos 2~I—§>
= 04-2-cosm
= 04-2-(-1)
my = —0,8
Ergebnis: Bei xy1, w3 und xws geht es mit einer Steigung von my = 0,8 bergauf, bei
Twa, Twa und xy mit einer Steigung von my = —0,8 bergab. Der zugehorige Steigungs-



winkel muss bestimmt werden.

tanay; = my
o1 = arctanmg
= arctan0,8
ap ~ 38,7°
tanay = Mgy
g9 = arctanmes
= arctan(—0,8)
Qo = —38,70



Aufgabe 3

Teil 1: Das Koordinatensystem

muss mit seiner Abszisse auf die y

Rotationsachse des Drehkorpers

gelegt werden. Wo die Ordinate !

liegt, ist zweitrangig. Sinnvoll ist

es beispielsweise, sie auf die linke

Begrenzung der Klinke zu legen,

wie nebenstehend dargestellt. Von deren Lage héngt dann natiirlich auch die Funktions-
gleichung ab. Bei anderer Festlegung bekommt man ggf. zwischendurch andere Werte.

Teil 2 Die Funktionsgleichung wird bestimmt. Die Normalform einer Parabelgleichung
lautet:
f(z)=az®+bx+c

Da ein Hochpunkt bekannt ist, benotigt man auch die erste Ableitung:
f(z) =2azx +b

Ich rechne in der Einheit Millimeter. Aus Vereinfachungsgriinden wird wahhrend der
Rechnung die Einheit weggelssen.

Aus den Daten fiir den linken Randpunkt und den Hochpunkt erhélt man folgende
Gleichungen:

(1) f0) =7 = a-0P+b-0+c =7 = =7
(2) f(60) = 16 = a-602+b-60+c = 16
(3) f(60) = 0 = 20-60+b = 0
Aus der ersten Gleichung ergab sich sofort der Parameter b. Dieser Wert wird in (2)

eingesetzt. Die Gleichungen werden dann noch zusammengefasst. Man erhélt dann ein
Lineargleichungssystem 2. Ordnung;:

(2) 3600 +60b = 9
(3) 120a  +b = 0

Dieses Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelost werden. Das Ein-
setzungsverfahren bietet sich hier jedoch besonders an. Gleichung (3) wird nach b
aufgelost und in (2) eingesetzt.

120a4+b = 0 | — 120a
b = —120a
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Einsetzen in (2):

3600a + 600 =

3600a + 60 - (—120a)
3600a — 7200a
—3600a

a

O ©O© © ©

| - (—3600)
—0,0025

Der Parameter b wird aus der umgestellten Gleichung (3) berechnet:

b= —120a = —120 - (—0,0025) = 0,3

Die Funktionsgleichung lautet damit:

flz) =

—0,002522 4+ 0,3z + 7

Teil 3: Zur Bestimmung der Lénge miissen die Nullstellen von f(z) berechnet werden.

f(x0)

—0,002523 + 0,3z + 7
x% — 1202 — 2800
To1/2

To1/2

To1 = 140

0

0 |+ (—=0,0025)
0

60 + /3600 + 2800

60 + 80

Too = —20

Der Wert fiir zgo entfillt, er liegt links neben dem Tiirklinkenteil. Der Wert x¢; = 140
stellt das rechte Ende der Klinke dar. Da er im Koordinatenursprung beginnt, ist das

zugleich auch seine Lénge.

Die Léange des Tiirklinkenteils betrégt: |{ = 140 mm

Teil 4: Das Volumen des Rotationskorpers wird berechnet.

- - / (—0,00252” + 0,3z + 7)2 dx

0
140

= T / 0,000 006 25x* — 0,00152> + 0,0552% + 4,2 + 49 dx

0

Q

Q

Q

- 21494
V =~ 67525

7 - [0,000001 252° — 0,000 3752* + 0,018 333z* 4 2,12% + 492]
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140
0

T ([0,000 00125 - 140° — 0,000 375 - 140* + 0,018 333 - 140° + 2,1 - 140 + 49 - 140] — [o})



Das Volumen betrigt: |V ~ 67 525 mm3

Damit kann die Masse bestimmt werden.

g

m=p-V~T852 "5 675" ~ 530,01

Das Klinkenteil hat eine Masse von |V = 767,14 g

Teil 5: Das Gesamtvolumen V7, des zylindrischen Rohlings wird bestimmt.

T 2 n 2 3
Vg = Z'd = I (32mm)° - 140 mm ~ 112 595 mm

Fiir die Bestimmung des Verschnittes V3., muss hiervon das Volumen des Klinkenkorpers
V' subtrahiert werden.

Ver = Vg — V = 112595 mm?® — 67525 mm® = 45070 mm®
Hiermit kann nun der Prozentanteil des Verschnittes bestimmt werden.

W -100% 45070 mm® - 100 %

= 40,03
VZyl 112595 mm3 ’ %

Der Verschnitt betrigt: | P ~ 40,03 %
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