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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Prinzip der Zerlegung

2.1 Nenner mit einfachen Nullstellen

Es kommt vor, dass man einen Term in der Form eines einzelnen Bruches in eine
Summe mehrerer Briiche umformen mochte. Hierbei besteht der Einzelbruch aus
einem Polynom im Zé#hler und einem anderen Polynom im Nenner. Die Einzelbriiche
enthalten dann im Nenner jeweils nur ein Polynom ersten Grades im Nenner und eine
Konstante im Zéahler. Allgemein sieht das ganze so aus:

ApT™ + ap 12"+ asr® + a1 + ag c1 Co Cm

= + b
b @™ + by 2™ b +bir+by x—11 T — 2o T — T

Im Z&ahler haben wir ein Polynom n-ten Grades und im Nenner ein Polynom m-ten
Grades. Hierbei soll m > n sein.E| Dabei sind die Werte z; bis z,, die Nullstellen des
Nennerpolynoms und ¢; bis ¢, Konstanten, die bestimmt werden miissen.

Damit die Beschreibung der Vorgehensweise nicht zu theoretisch wird, fithre ich sie an
einem Beispiel vor. Dies ist unser zu zerlegender Beispielterm:

472 + 20z + 12
243 + 422 — 220 — 4

Zunichst miissen die Nennernullstellen?| gefunden werden.

208 +4x? — 22 —4 = 0 |:2
+222—2-2 = 0

Die Nullstellen eines Polynomes dritten Grades konnen nicht analytisch bestimmt wer-
den. Durch planvolles Probierenﬂ erhélt man beispielsweise die erste Nullstelle zg; = 1.

Hiermit kann eine Polynomdivisionﬁ durch (x — zg1) durchgefiihrt werden.

(* +222 -z -=2) : (x—1) = 22+32+2

—(a®  —a?)
3r2 -z -2
- (3z* —3x)
20 =2
- (2z -2)
0

Tst diese Bedingung nicht erfiillt, dann kann zuniichst eine unvollstéindige Polynomdivision mit ,, Rest*
durchgefiihrt werden. Fiir den Restterm gilt diese Bedingung dann. Die Gesamtzerlegung beginnt
in diesem Fall mit dem Ergebnis aus der Polynomdivision, nur der Restterm wird mit dem hier
beschriebenen Verfahren in Summanden zerlegt.

2Einzelheiten zur Nullstellenbestimmung siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/nullst.pdf

3Wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind es Teiler des absoluten Gliedes. Das ist der Term
ohne x, in unserem Beispiel die 2. Hier kommen also in Frage: +1 und 42

4Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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Der Ergebnisterm kann nun mit der p-¢-Formel weiter aufgelost werden.

2?2 +3rx+2 = 0

3 9
To2/03 = —§i 1—2
3 1
= ——+—
2 2
Ty = —1 Tog = —2

Mit dieser Nennerzerlegung kann jetzt der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung gemacht
werden. Aus Bequemlichkeit verwende ich hier die Buchstaben a, b und ¢ anstelle der
Bezeichnungen ¢y, ¢ und c3 fiir die noch zu bestimmenden Parameter.

422 + 202 + 12 a b c

= - +

2-(x—=1)-(z+1) (x+2) r—1 z+1 x+2
Es miissen jetzt nur noch die Parameter a, b und ¢ bestimmt werden. Dazu wird mit
dem Hauptnenner multipliziert.

4% + 20x + 12 a b c
> (1) @+l (242 -1 241 w242
4024+ 200 +12 = a-2-(z+1)-(z+2)+...
b2 (z—1)-(x+2)+...
it 2-(z—-1)-(z+1)
422 4+ 202 + 12 = 2a2? + 6axr +4a+ . ..
o 2027 4 2br — 4b 4 ..
oo+ 2c2? = 2c
402 + 20z +12 = (2a+2b+ 2¢) - 2* + (6a + 2b) - x + 4a — 4b — 2¢

Die Frage, die sich stellt ist die: Wie kann man aus nur einer Gleichung drei Parameter
bestimmen? Die Antwort lautet: Durch , Koeffizientenvergleich®. Da die Variable x (zu-
mindest im Definitionsbereich) jeden beliebigen Wert annehmen kann und die Gleichung
immer richtig sein muss, miissen auf beiden Seiten die Koeffizienten von x? und x sowie
die absoluten Glieder jeweils gleich sein. Das fithrt zu einem Lineargleichungssystem 3.
Ordnung.

(1) 2a +2b +2¢ = 4
(2) 6a +2b = 20
(3) 4a —4b —2c = 12

Das Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahrenﬂ gelost werden. Wir erhal-
ten:

°Einzelheiten dazu findet man z. B. hier: http://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf


http://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf

Mit diesen Werten lautet die Zerlegung:

42% + 20z + 12 3 1 2

2x3+4x2—2x—4_a:—1+x+1_x+2

2.2 Nenner mit mehrfachen Nullistellen

Es kann vorkommen, dass der Nenner eine (oder mehrere) Doppel- oder Mehrfach-
Nullstellen enthélt. Das bedeutet, es gibt bei der Faktorisierung des Nenners einen Term
der Form (x — )™ mit n > 1. Dann miissen beim Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
die Nenner

(x—x0)', (x—m0)% ... (x—x0)"

verwendet werden. Am besten wird dies durch ein Beispiel deutlich.

72% — 61+ 3 a b c
= + +
(x—=12%-(z+1) zxz—-1 (z—-12 =z+1
Der Nenner liegt schon in faktorisierter Form vor. Eine Doppel-Nullstelle bei zy =1
ist erkennbar. Daher lauten die ersten beiden Nenner in dem Ansatz fiir die Zerlegung

(r — 1)! und (x — 1)%. (Die 1 als Exponent kann natiirlich weggelassen werden.)

Die Gleichung wird nun so weit umgeformt, dass der Koeffizientenvergleich durchgefiihrt
werden kann.

Tx? —6x+3 B a N b N c | HN
(z—12-(z+1) -1 (z—-12 2+1

722 —6z+3 = a-(z>—=1)+b-(z+1)+c- (x> =2z +1)

T2 —6xr+3 = ar’?—a+br+b+cx®—2cx+c

722 —6x+3 = (a+c)- 22+ (b—2¢) - z+ (—a+b+c)

Durch den Koeffizientenvergleich erhalten wir dieses Gleichungssystem:

(1) a +c =T
(2) b —2 = 10
(3) —a +b H4c¢ = 3

Das Gleichungssystem kann wie beschrieben mit einem beliebigen Verfahren gelost wer-
den. Wir erhalten die Ergebnisse:

a=3 b=2 c=4
Mit diesen Werten lautet die Zerlegung:

Ta? —6x+3 3 N 2 . 4
(x—1)2-(z+1) z—-1 (z—12 z+1




3 Ubungsaufgaben

Fiihren Sie eine Partialbruchzerlegung durch!

3.1 Aufgabe 1

7x+1_

2 —1

3.2 Aufgabe 2
3r + 23

2—r—12

3.3 Aufgabe 3

—z+11
22 +5x—3
3.4 Aufgabe 4
222 — 6x — 32

Bral—1Tz+15

3.5 Aufgabe 5

3x2 + 132 + 12 B
23 +5x24+8r+4

3.6 Aufgabe 6

2m3—14:172—4x+94_
23 —bx2 — 2 +24




4 Ergebnisse

Hier stehen nur die Ergebnisse, komplette Losungswege sind im néchsten Kapitel zu
finden.

4.1 Aufgabe 1

7:L'+1_ 3 N 4
2—1 z+41 z-1

4.2 Aufgabe 2

3x + 23 5 2
2—r—12 -4 x+3

4.3 Aufgabe 3

—xz+11 B 3 2
202 +5x—3 2r—1 x+3

4.4 Aufgabe 4

2202 — 6x — 32 3 N 1 2
2422 —17c+15 z—1 z+5 x2-—3

4.5 Aufgabe 5

32% + 13z + 12 2 N 1 N 2
3 +52+8r+4 x4+l x+2  (v+2)2

4.6 Aufgabe 6

203 — 1422 — 4x + 94 1 2 3
-2 -
a3 — b2 —2x+ 24 z+2 -3 x—4




5 Komplettlésungen

5.1 Aufgabe 1
Tx+1

o iaREE
Der Nenner ist einfach zu zerlegen. Die dritte Binomische Formel steckt da drin. Damit
ergibt sich dieser Ansatz:

Tr+1 a b

— ) - (r—1
2 —1 x+1+a:—1 [-@+1)- (@ )
t+1 = a-(x—1)+b-(x+1)
Tc+1 = ax—a+bx+b

Tt+1 = (a+0b) -2+ (—a+b)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dieses Lineargleichungssystem:

(1) a +b =7
(2) —a +b =1

Durch Addition der Gleichungen fallt a weg, b kann berechnet werden.

20 = 8 |:2
b = 4
Das Ergebnis wird in (1) eingesetzt:
a+b =7
a+4 =7 |—-4
a = 3
Hiermit ergibt sich die Zerlegung:
t+1 3 4

x2—1_x—|—1+:c—1




5.2 Aufgabe 2
3r + 23

P T

Die Nennernullstellen konnen mit der p-g-Formel bestimmt werden.

2—x—12 = 0

Ti/2 =

T, =4
Nach dem Satz von Vieta kann der Nenner demnach folgendermafien faktorisiert werden:
-z —-12=(r—4) (z+3)
Mit dieser Zerlegung kann der Ansatz gemacht werden:

3r + 23 a b
- A — 4) - 3
2 —x—12 x—4+x+3 |- (= ) (z+3)
3r+23 = a-(z+3)+0b-(x—4)
3r+23 = ax+3a+bxr—4b

30423 = (a+b)-z+ (3a—4b)

Durch Koeffizientenvergleich entsteht ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung.

(1) a +b = 3
(2) 3a —4b = 23

Das Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelost werden. Ich l6se dazu
Gleichung (1) nach b auf und setze das Ergebnis in (2) ein.

a+b = 3 | —a
b = 3—a
Einsetzen in (2):
3a—4b = 23
3a—4-(3—a) = 23
3a—124+4a = 23 |+12
Ta = 35 |:7
a = 5

Das Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (1) eingesetzt.
b=3—-a=3-5=-2

Hiermit ergibt sich diese endgiiltige Zerlegung;:

3r + 23 B 5 2
2—r—12 -4 z+3




5.3 Aufgabe 3

—x+11
202 +5x—3
Die Zerlegung des Nenners kann wieder mit p-¢g-Formel und dem Satz von Vieta erfolgen.
20 +5r—3 = 0 |:2
2 5 3 0
YTy T
5 N 25 24
fe = TV e
5 N 7
Tr2 = AT
1
T = 5 To — —3

Mit dem Satz von Vieta ergibt sich folgende Zerlegung, die anschliefend noch etwas
umgeformt wird.

22° 45 —3=2- (m—%) (z+3)=2z—1)-(z+3)

Anmerkung: Indem die 2 in die erste Klammer hineingerechnet wird, kann man Briiche
vermeiden.

Mit dieser Zerlegung kann der Ansatz gemacht werden:

—z+11 B a N b @ 1) (z+3)
2% + 52 —3 2 —1 743 . v
—r+11 = a-(x+3)+b-(20-1)
—r+11 ar + 3a + 2bx — b

—x+11 = (a+2b) -2+ (3a—10)

Durch Koeffizientenvergleich entsteht ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung.

(1) a +20 = -1
2) 3¢ —b = 11

Das Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelost werden. Ich l6se dazu
Gleichung (1) nach a auf und setze das Ergebnis in (2) ein.

a+2b = —1 | —2b
a = —1-2b
Einsetzen in (2):
3a—b = 11
3-(-1—-2b)—-b = 11
-3-6b—b = 11 |+3
=7 = 14 |:(=7)
b = —2

10



Das Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (1) eingesetzt.
a=-1-2b=-1-2-(-2)=3

Hiermit ergibt sich diese endgiiltige Zerlegung:

—x+ 11 3 2
202 +5x—3 2x—1 x+3

11



5.4 Aufgabe 4
222 — 6x — 32 B
42— 17z +15

Der Nenner stellt ein Polynom dritten Grades dar. Durch planvolledﬂ Raten wird die
erste Nullstelle ermittelt:

5131:1

Damit ist eine Polynomdivision| durch (z — x) — also (z — 1) — moglich.

(3 +2* =17z +15) : (v —1) = 22+22-15

—(z® —a?)
22 —17x 415
— (222 —2r)
—15z +15
— (=15 +15)
0

Der Nenner kann also folgendermafien zerlegt werden:
4+ 1Tz +15= (2 + 22— 15) - (v — 1)

Jetzt muss nur noch der Quadratische Term weiter zerlegt werden. Das geht mit der
p-g-Formel und dem Satz von Vieta.

22 +2r—15 = 0

To/3 = —1:|:\/1+15
Ig/g = —144
T = -5 T3 = 3

Hiermit lasst sich der Gesamtnenner folgendermaflen faktorisieren:
P2 =172+ 15=(z—1)-(x+5)-(xz —3)

Jetzt konnen wir den Ansatz zur Partialbruchzerlegung machen.

222 — 6x — 32 B a N b N c HN
w422 —1Te+15  x—1 x+5 z-3
202 —6x—32 = a-(z+5)-(z—=3)+b-(z—1)-(z—=3)+c-(x—1)-(z+5)

202 — 62 — 32 = ax®+ 2ax — 15a + bx? — 4bx + 3b + cx? + 4cx — 5e
202 — 62 —32 = (a+b+c) 2+ (2a —4b+ 4c) - x + (—15a + 3b — 5¢)

Durch Koeffizientenverleich erhélt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung.

(1) a +b +c = 2
(2) 20 —4b +4c = —6
(3) —1ba +3b —Hc = —-32

6Wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind sie Teiler des absoluten Gliedes.
"Einzelheiten zur Polynomdivision findet man hier: http://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf

12
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Dieses Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelést werden. Ich 16se es
beispielhaft mit der Cramerschen Regelf|

2 1 1
-6 —4 4
—32 3 =95
a =
1 1 1
2 -4 4
—15 3 —95
B 40— 128 — 18 — 128 — 24 — 30
T 20—60+6—60—12+10
288
—96
a = 3

Da die Nennerdeterminante bereits bekannt ist, muss sie zur Bestimmung von b nicht
erneut berechnet werden.

1 2 1
2 —6 4
) —-15 =32 -5
N —96
~ 30—120— 64— 90 + 128 + 20
N —96
-9
96
b = 1

Diese Werte fiir @ und b werden in (1) eingesetzt:

a+b+c = 2
3+1+c = 2 | — 4
c = =2

Hiermit ergibt sich diese Zerlegung:

222 — 6x — 32 _ 3 N 1 2
422 —1Te+15 z—1 z+5 x2-—3

8Einzelheiten zur Cramerschen Regel siehe hier: http://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/cramer.pdf

13
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5.5 Aufgabe 5

322 + 132 + 12 B
23+ 522 +8x+4

Der Nenner stellt ein Polynom dritten Grades dar. Durch planvolles Raten wird die erste
Nullstelle ermittelt:

1'1:—1

Damit ist eine Polynomdivision durch (z — z;) — also (z + 1) — mdoglich.

(® +52* +8z +4) : (v+1) = 2?2 +4r+4
—(23  +a?)
42 +8xr +4
(42 +4x)
dr  +4
—  (4z  +4)
0

Der Nenner kann also folgendermafien zerlegt werden:
2?4+ 52° +8r+4= (2 +4x +4)- (z+1)

Jetzt muss nur noch der Quadratische Term weiter zerlegt werden. Das geht mit der
p-g-Formel und dem Satz von Vieta.

2?+4r+4 = 0

To/3 = —2++/4—-4
x2/3 = —2=%0

Hier liegt eine Doppelnulstelle vor. Hiermit lésst sich der Gesamtnenner folgendermafien
faktorisieren:
2} + 52 +8r+4=(x+1) (v+2)°

Jetzt konnen wir den Ansatz zur Partialbruchzerlegung machen.

322 + 13z + 12 a N b N c

23+ 522 + 8r 44 r+1 z+2 (r+2)?

3224+ 132412 = a-(z+2)?+b-(x+1)- (z+2)+c-(x+1)
322+ 13z + 12 = az?+4dax + 4a + bx® + 3bx + 20+ cx + ¢

322+ 13z +12 = (a+0b) 2>+ (da+3b+c) -z +4a+2b+c

|- HN

Durch Koeffizientenverleich erhélt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung.

(1) a +b = 3
(2) 4a +3b +c = 13
(3) 4a +2b +c = 12

Zur Losung bietet sich hier das Additions-/Subtraktionsverfahren an. Subtrahiert man
ndmlich Gleichung (3) von Gleichung (2), dann fillt sowohl a als auch ¢ weg.

14



(2) 4a +3b 4c¢ = 13 |

(3) 4a +2b +c = 12 |-
b =1
Das Ergebnis wird in (1) eingesetzt:
a+b = 3
a+1 = 3 |—1
a = 2

Beide Ergebnisse konnen in (2) oder (3) eingesetzt werden. Willkiirlich wéhle ich Glei-
chung (3).

4da+2b+c = 12

4-242-14¢ = 12
0+c¢ = 12 |10

c = 2

Hiermit ergibt sich diese Zerlegung:

322+ 13z +12 2 N 1 N 2
3+522+8c+4 z+1 x+2 (v+2)?

15



5.6 Aufgabe 6

203 — 1422 — 42 + 94
23 —5x2 —2x +24

Der Grad des Zahlerpolynoms ist nicht kleiner als der Grad des Nennerpolynoms.
Daher muss zunéchst eine Polynomdivisionﬂ mit ,Rest® durchgefiihrt werden.

(22° —142® —4dz +94) : (2% =52 — 20 +24) = 2
—(22% —102® —4x +48)
—4z? +46

Der erste Zerlegungsschritt sieht damit so aus:

2$3—14x2—4$+94_2+ — 422 + 46
23 —5x2 —2r +24 a3 —bx?2 —2x 4+ 24

Als néchstes werden die Nennernullstellen benttigt. Durch planvolles Raten erhélt man

z.B. g1 = —2. Wir konnen eine Polynomdivision durch (z — x;), also durch (z + 2)
durchfiihren.
(z° —b5z® —2x 424) : (z+2) = 2*—Twr+12
—(23  +22?%)
—Tx? —2z 424
— (=72 —14x)
120 +24
— (122 +24)
0

Der Nenner kann also folgendermafien zerlegt werden:
2 — 52 — 20 +24 = (v +2) (2* — Tw + 12)

Die zweite Klammer kann nun mit Hilfe der p-g-Formel und dem Satz von Vieta weiter
zerlegt werden.

22 —-Tr4+12 = 0
7 49 48
To2/03 = Qi Vs
7 1
Zo2/03 = §i 5
Toe =3 T3 = 4

Hiermit sieht die komplette Zerlegung des Nenners so aus:

2 — 517 20+ 24 = (v +2) (v —3) (v —4)

9Einzelheiten zur Polynomdivision findet man hier: http://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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Mit dem Teilbruch aus der ersten Zerlegung des Bruches und dieser Nennerzerlegung
kann nun der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung gemacht werden.

203 — 142 — 4z + 94 _ 9. a N b N c
a3 —5a2 — 20 +24 z+2 -3 -4
54 — 422 + 46 _ 94 a N b N c -
23 —5x2 —2r +24 z+2 -3 -4
— 4x? + 46 a b c
= + + |- HN

3 — b2 — 20+ 24 r+2 -3 z—4
—422 446 = a-(x—=3)-(z—4)+b-(z+2) - (x—4) +c-(x+2) (v —
—42? +46 = ax® — Tax + 12a + bx* — 2bx — 8b + ca?® — cx — 6¢
—422 446 = (a+b+c) 2?2+ (=Ta—2b—c) x+ (12a — 8b — 6¢)

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung.
Anmerkung: Da auf der linken Gleichungsseite kein Linearer Term mit einfachem x
auftritt, ist der zugehorige Koeffizient Null.

(1) a +b +c = —4
(2) =Ta =2b —c = 0
(3) 12a —8b —6c = 46

Zur Abwechslung verwende ich diesmal fiir den ersten Reduktionsschritt das Einset-
zungsverfahren. Dazu wird Gleichung (1) nach ¢ umgestellt.

a+b+c = —4 |—a—10
c = —4—a-b
Das Ergebnis wird in (2) und (3) eingesetzt.

2) —Ta—2b—(—4—a—0b) = 0
(3) 12a—8—6-(—4—a—0) = 46
) “Ta—2+4d+atb = 0 |—4
(3) 126 —8b+24+6a+6b = 46 |—24
(2) —6a —b = —4
(3) 18a—20 = 22

Fiir den zweiten Reduktionsschritt mochte ich das Additions-/Subtraktionsverfahren
verwenden. Ich dividiere Gleichung (3) durch 2, damit beim Subtrahieren b wegfillt.

(2a) —6a —b = —4
(3a) 18a —2b = 22 |:2
(2a) —6a —-b = —4 |-
(3a)  9a —b = 11 |
15a — 15 |15
a =1

17



Dieses Ergebnis setze ich in (2a) ein, um b zu bestimmen.

—6a—b = —4

—6:-1—-b = —4 |+6
b= 2 | (-1
b = -2

Beide Ergebnisse werden in (1) eingesetzt, um ¢ zu bestimmen.

at+b+c = —4
1-24+¢ = —4 |+1
c = =3

Mit diesen Werten kann nun die Zerlegung des urspriinglichen Bruches angegeben wer-
den.

213 — 1422 — 42+ 94 1 2 3
=2+ —
z3 — 512 — 2 + 24 z+2 xx—3 zx—4

18
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