Aufgabe 1
Berechnen Sie die Fliche, die zwischen dem Graphen von f(x) und der z-Achse liegt.
f(z) = 22* — 14z + 20

Fertigen Sie vor Beginn der Rechnung eine Skizze an!

Aufgabe 2
Berechnen Sie die Flache, die durch die Graphen der Funktionen

fi(r) =22* + 3z -1 und folz) =2 +3

ganz eingeschlossen wird. Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu berech-
nende Fléche!

Aufgabe 3
Berechnen Sie die Fliche, die durch die Graphen der Funktionen

fi(r) =22 +22 -1 und  fo(z) =4z +3

ganz eingeschlossen wird. Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu berech-
nende Flache!

Aufgabe 4

Ein Polynom 2. Grades (eine Parabel) schneidet die y-Achse bei yo = 9 und hat im
Punkt P(1]12) einen Hochpunkt. Wie grof§ ist die Flache, die von der Parabel und der
x-Achse eingeschlossen wird? Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu be-
rechnende Fléchel!

Aufgabe 5

Berechnen Sie die Flédche, die von der x-Achse, der y-Achse und dem Graphen der
Funktion
f(x) = 2° +62° + 122 + 8

begrenzt wird! Skizzieren Sie den Funktionsverlauf und markieren Sie die gesuchte
Flachel!



Lésungen

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Fliche, die zwischen dem Graphen von f(x) und der z-Achse liegt.
f(z) = 22* — 142 + 20
Fertigen Sie vor Beginn der Rechnung eine Skizze an!

LGsung:

Bevor wir uns ndher mit der Losung beschéftigen, schauen wir uns den Funktionsgra-
phen einmal genau an.  (3)
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1. Berechnung der Grenzen: Die gesuchte Fliache liegt unterhalb der z-Achse im
Bereich zwischen etwa 2 und 5. Die genauen Grenzen miissen wir natiirlich zunéchst
ausrechnen. Dazu setzen wir den Funktionsterm gleich Null.



202 — 14z +20 = 0 |:2 (1)
2 —Tr+10 = 0 (1)
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2. Berechnung der Fldche: Da die gesuchte Flache komplett unterhalb der z-Achse
liegt, wird das Integral in dem Bereich negativ. Das kann man ausgleichen, indem
man die Flidche als das negative Integral ansetzt. Man kann auch um das Integral
Betragsstriche setzen. Da die letzte Methode immer dann angewendet werden kann,
wenn man nicht so recht weifl; welches Vorzeichen sich ergibt, wihle ich diese Methode.

5
A = / 22% — 142 +20dx| | Stammfunktion bilden (3)

2

9 5
= [—x?’ — 72 + 204 | Grenzen einsetzen (3)

3 2
2 3 2 2 3 2
= 5-5 —7-52420-5) — 5-2 —7-22420-2 (3)
25 52
13 3
_ |2
n 3
A = |—9
A =9 (3)

Ergebnis: Die gesuchte Fliache betrégt |A =9 Fléicheneinheiten|




Aufgabe 2
Berechnen Sie die Fliache, die durch die Graphen der Funktionen

fi(z) =22%+ 3z — 1 und folz) =2 +3

ganz eingeschlossen wird. Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu berech-
nende Flache!

LGsung:

Am besten sehen wir uns zunéchst die Funktionsgraphen an. Sie umschliefen die zu
berechnende Fliche. Die Fliche wird unten durch f;(z) und oben durch fy(z) begrenzt.
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1. Schnittpunktbestimmung Um die Schnittpunkte zu bestimmen, die ja die Integra-
tionsgrenzen darstellen, werden die Funktionsgleichungen gleichgesetzt.

fi(x)

202 +3x — 1
202 +2x — 4
22 +ax—2
T1/2

T1/2

T1/2
T = —2

fa(x)
r+3 | —x—3
0 |22
0

1 1
—1x,/149

1 9
—§i\/;

143

—3 %3
1'221

2. Flachenberechnung Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt. Wir kénnen das
bestimmte Integral fiir die Flachenberechnung ansetzen. Dabei ist zu beachten, dass die
untere von der oberen Funktion subtrahiert wird, also f; von fs.

T2
A= [ -
1
1
= /(x+3)—(2x2+3x—1)dx
1
/x—|—3—2x — 3z + 1dx
/2x2—2x+4dx
2
9 1
l A +4I:|
3 -2
2 2
13212441 = [ =2
(5 (5
7
3 3
A 9FE



Aufgabe 3
Berechnen Sie die Fliache, die durch die Graphen der Funktionen

fi(z) =22 + 20— 1 und fo(z) =42 +3

ganz eingeschlossen wird. Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu berech-
nende Flache!

LGsung:

Am besten sehen wir uns zunéchst die Funktionsgraphen an. Sie umschliefen die zu
berechnende Flidche. Die Fliache wird unten durch f;(z) und oben durch f(z) begrenzt.
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1. Schnittpunktbestimmung Um die Schnittpunkte zu bestimmen, die ja die Integra-
tionsgrenzen darstellen, werden die Funktionsgleichungen gleichgesetzt.

20 +2rx—1 = 4x+3 |—42-3 (1)
202 —2r—4 = 0 |:2
?—r—2 = 0 (1)

Ti2 =

131:—1 To =

2. Flachenberechnung Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt. Wir kénnen das
bestimmte Integral fiir die Flachenberechnung ansetzen. Dabei ist zu beachten, dass die
untere von der oberen Funktion subtrahiert wird, also f; von fs.

A = / fol) - f(z)dz (2)

= /(4x+3)—(2$2+2x—1)d$ (2)

Ay +3 — 222 — 2x + 1dx

/
_ / 2% 420 +4dr (2)
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_ { ; e +4xrl (2)
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Ergebnis: | Die Fliche betrégt 9 Flacheneinheiten.| (2)




Aufgabe 4

Ein Polynom 2. Grades (eine Parabel) schneidet die y-Achse bei yo = 9 und hat im
Punkt P(1]12) einen Hochpunkt. Wie grof ist die Flidche, die von der Parabel und der
x-Achse eingeschlossen wird? Skizzieren Sie den Graphen und markieren Sie die zu be-
rechnende Fléche!

LGsung:

Bestimmung der Funktionsgleichung: Ich bilde die Funktion und die erste Ableitung
in allgemeiner Form:

f(x) = ar*+br+c
f'(r) = 2ax+b

Damit kénnen die Bedingungen in Gleichungen umgesetzt werden. Drei Gleichungen
werden benotigt.

Schnittp. mit y-Achse = f(0) =9 = (1) 0a+0b+c = 9 (1)
Punkt P(1[12) =  f(1) =12 = (2) a+b+c = 12 (1)
Hochp. bei a, = 1 = f1) =0 = (3 20+b = 0 (1)
Aus (1) ergibt sich:
c=9 (1)
Das setzen wir in die anderen Gleichungen ein:
(2) a+b+9 = 12 | =9
(3) 204+0 = 0
(2) a+b =3 | —
(3) 204+b = 0 |
a = -3 (2)

Um b zu erhalten, setze ich das Ergebnis in (3) ein.

20 +b =
2-(=3)+b =
—6+0 =

b =

Wir erhalten die Funktionsgleichung | f(z) = —32* + 6x + 9




Nullstellenbestimmung:

flzo) = 0
—315+670+9 = 0 |:(=3)
a5 —219—3 = 0
To1/2 = 1+ \/1+—3
= 1£2

To1 — —1 To2 — 3 (3)

Flachenberechnung:

A = 7f(x)dx

= /—3x2—|—6x+9dx (2)
= [—ZE3+3£E2+9.’L']:11 (2)
= (=3 +3:349:3) = (=(-1)’+3-(-1)*+9-(-1)) (2
= 27— (-5)
A = 32

Die gesuchte Fliche betriigt | A = 32 Flichencinheiten | (2)




Aufgabe 5

Berechnen Sie die Fliache, die von der x-Achse, der y-Achse und dem Graphen der
Funktion
f(z) =2 +62° + 122+ 8

begrenzt wird! Skizzieren Sie den Funktionsverlauf und markieren Sie die gesuchte
Flachel!

LGsung:

Nullstellenbestimmung:

f(xo) = 0
T3+ 623+ 1220 +8 = 0 (1)

Zur analytischen Losung einer Kubischen Gleichung haben wir kein Verfahren zur Verfiigung.
Durch planvolles Raten kann die erste Nullstelle ermittelt werden:

o1 = —2 (1)
Zur Bestimmung der weiteren Nullstellen wird eine Polynomdivision durchgefiihrt:

g +6x5 +12z9 +8) : (20+2) = a2+4dxe+4 (4)
xy  +23)

(4z2  +12z9 +8)
— (422 +8m)

(
(

4[[’0 +8
— (4230 +8)
0

Der Ergebnisterm wird auf weitere Nullstellen untersucht:

w2 +4r0+4 = 0

To2/3 = —2:|:\/4—4

To2 — -2 (2)

To2 1st mit xp; identisch, es gibt also nur eine einzige Nullstelle: (1)



Flachenberechnung: Nebenstehend ist die y
Skizze des Funktionsgraphen dargestellt. Mit

der einzigen Nullstelle bei xqg = —2 ergibt sich S 2
die gekennzeichnete gesuchte Fldche. Die In- / i
tegrationsgrenzen sind dann x; = rog = —2 und 6

Tog = 0.

Mit diesen Werten kann die Fléche als Integral
angesetzt werden:

T2

A = /f(a:)dx

x1
0

= /x3+6x2—|—12x+8dx (2)

-2
0

1
Zx4 + 223 + 62% + 8z

(2)

-2

4
= 0—(4—16+24— 16)
A = 4FE (2)

= (0+0+0+0)— (1-(—2)4+2-(—2)3+6-(—2)2+8-(—2)> (2)



