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1 Aufbau einer Kurvendiskussion

Das Schema einer Kurvendiskussion sieht etwa so aus:

1.

2.

Angabe des Definitionsbereiches

Untersuchung der Definitionsliicken — soweit vorhanden — auf Polstellen und Liicken
(nicht bei Polynomen)

Bei Gebrochen Rationalen Funktionen: Bestimmung der Asymptoten

Bestimmung der Achsenabschnitte
a) Abschnitte auf der y-Achse
b) Nullstellenbestimmung

Bestimung von Hoch-, Tief- und Sattelpunkten
Bestimmung von Wendepunkten und Flachpunkten

Anfertigung einer Skizze

2 Details zur Durchfiihrung

1.

Definitionsbereich:

Bei Polynomen ist immer D = R. Bei anderen Funktionen gibt es Einschriankun-
gen, die meist einzeln ausgeschlossen werden. Bei Wurzelfunktionen darf beispiels-
weise der Radikand nicht negativ werden. Bei Gebrochen Rationalen Funktionen
darf der Nenner nicht Null werden.

Polstellen /Liicken:

Dies ist bei Gebrochen Rationalen Funktionen von Belang. Man priift, ob der
Z#hler der Gebrochen Rationalen Funktionen an der jeweiligen Stelle auch Null ist.
Ist das nicht der Fall, dann ist es auf jeden Fall eine Polstelle. Anderenfalls léasst
sich in Z#hler und Nenner der Term (z — x;) ausklammern, wobei z; der z-Wert
der fraglichen Stelle ist. Man kann dann durch (z — z;) kiirzen und erhélt eine
einfachere Funktion f*(z). Fiir diese neue Funktion f*(z) priift man, ob immer
noch der Nenner fiir x = z; gleich Null ist. Ist dies nicht der Fall, dann hat
man eine Liicke und kann den zugehorigen y-Wert y; mit y; = f*(z;) bestimmen.
Anderenfalls beginnt man wieder von vorn und untersucht den Zé&hler, wie oben
beschrieben.

Asymptote: Eine Asymptote gibt es nicht bei Polynomen, wohl aber bei Ge-
brochen Rationalen Funktionen. Man fiihrt einfach eine Polynomdivision entspre-
chend der Funktionsgleichung durch und erhélt eine Summe aus einem Polynom
und einem Rest-Bruch, dessen Zéhlerpolynom einen kleineren Grad als sein Nen-
nerpolynom hat. Der Polynom-Anteil stellt dann die Asymptote dar. Ist der Grad
des Nennerpolynoms grofler, als der Grad des Zahlerpolynoms, stellt die z-Achse
die Asymptote dar: a(z) =0
4



4. Achsenabschnitte:

a) y-Achsenabschnitt:
Ansatz: yo = f(0)
Ich setze also in die Funktionsgleichung fiir  die 0 ein und erhalte den Ab-
schnitt auf der y-Achse.

b) Nullstellen:
Ansatz: f(zo) =0
Ich setze also die Funktion gleich 0 und l6se die Gleichung anschliefSend nach
x auf. So erhalte ich alle Nullstellen der Funktion.

5. Hoch-, Tief- und Sattelpunkte:
Ansatz: f'(xg) =0
Ich setze die erste Ableitung gleich 0 und lose die Gleichung nach zp auf. So
erhalte ich alle Kandidaten fiir Hoch-, Tief- und Sattelpunkte. Was bei dem
jeweiligen Kandidaten vorliegt, muss im einzelnen gepriift werden. Dazu gibt es
zwei unterschiedliche Verfahren.

a) Priifung mit zweiter Ableitung:
f"(xgp) >0 = Tiefpunkt bei zg.
f"(xg) <0 = Hochpunkt bei zg.
f’(xrg) =0 = Keine Aussage moglich!

b) Priifung mit erster Ableitung:

Vorzeichenwechsel von f’'(z) bei g von + nach — = Hochpunkt bei zg.
Vorzeichenwechsel von f’(z) bei xg von — nach + = Tiefpunkt bei xp.
Kein Vorzeichenwechsel von f'(z) bei xg = Sattelpunkt bei zp.

6. Wendepunkte/Flachpunkte:
Ansatz: f"(x,) =0
Ich setze die zweite Ableitung gleich 0 und l6se die Gleichung nach x,, auf. So
erhalte ich alle Kandidaten fiir Wendepunkte und Flachpunkte. Was bei dem
jeweiligen Kandidaten vorliegt, muss im einzelnen gepriift werden. Dazu gibt es
zwei unterschiedliche Verfahren.

a) Priifung mit dritter Ableitung:
f"(xy) #0 = Wendepunkt bei z,,.
f"(xy) =0 = Keine Aussage moglich!

b) Priifung mit zweiter Ableitung:
Vorzeichenwechsel von f”(z) bei x,, = Wendepunkt bei x,,.
Kein Vorzeichenwechsel von f”(x) bei x,, = Flachpunkt bei z,,.

7. Skizze
Fiir die Skizze legt man zunéchst in z- und y-Richtung jeweils einen Maflstab fest,
so dass alle relevanten Punkte (Achsenschnittpunkte, Hoch-, Tief-, Sattelpunkte,
Wendepunkte, Flachpunkte) darstellbar sind. Dann tragt man diese markanten
Punkte ein und skizziert den Graphen.



3 Ubungsaufgaben
3.1 Aufgabe 1

f(x) =2 — 32% — 9z + 27

3.2 Aufgabe 2
f(z) =a* —102* +9

3.3 Aufgabe 3

3.4 Aufgabe 4
f(z) = 2" — 62° + 122* — 8w

3.5 Aufgabe 5
f(z) = ' — 82 4 242° — 322 + 16

3.6 Aufgabe 6
f(x) =2 — 62° + 9z

3.7 Aufgabe 7
f(z) = 2* — 42® + 627

3.8 Aufgabe 8
f(x) = a* + 72° + 102°

3.9 Aufgabe 9
flz) =2 — 62>+ 1220 — 7

3.10 Aufgabe 10

22+ 622+ 11z +6
f(l'): 3 2
3+ bx? +8x +4




3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

Aufgabe 11

Aufgabe 12

Aufgabe 13

Aufgabe 14

Aufgabe 15

Aufgabe 16

Aufgabe 17

Aufgabe 18

Aufgabe 19

Aufgabe 20

J(@) = _xf:; 3936
J) = xQﬂj— 9
f@) = ——
fl2) = 6;2j36

fa) = o

2t — 523 + 72?2 — 3z

)= 23 — 622+ 9x —4
3 — 4x? + 4x
f(x)_m3—4x2+8x—8
2 4+2—9r—9
flz) =




3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

Aufgabe 21

Aufgabe 22

Aufgabe 23

Aufgabe 24

Aufgabe 25

Aufgabe 26

Aufgabe 27

f(x) =0,52° — 4,52 + 7,5z

flx) =2 —2* - 5x+5

f(z) =223 + 122° 4 162 — 30

f(z) = —0,52* — 32® + 3,5

f(z) = —2° + 52° + 20z

f(z) =2® — 92° + 242 — 16

2 4+2r+1
f(x>_x2+2x+4



4 Ergebnisse der Ubungsaufgaben

4.1 Aufgabe 1
f(z) =a* — 32 — 9z + 27
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4.2 Aufgabe 2
f(z) =2 =102 +9
D=R zp0=-3 zpo=-1 x03=1 204=3 yo=9 H(0]9)
Ty(—2,236| — 16) T5(2.236] — 16) Wi(—1,201] — 4,889) Wa(1,291] — 4,889)
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4.3 Aufgabe 3
f(z) = 2" — 42®
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4.4 Aufgabe 4

f(z) = 2* — 62° 4+ 122° — 8x

D=R To1r = 0 Tp2 = 2 Yo = 0 T(0,5| - 1,6875)

5(2|0) = Wi (2/0)

|

Wy(1] = 1)
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4.5 Aufgabe 5
f(x) = 2* — 82% + 242% — 327 + 16
D=R y,=16 x,=2 T(20) F(2/0)
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4.6 Aufgabe 6
f(z) =2* — 62° + 9z
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4.7 Aufgabe 7
f(z) =" — 42® 4 622
D=R y=0 z=0 T(00) F(1]3)
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4.8 Aufgabe 8
f(x) = 2* + 72* + 1027
D=R y=0 zp1=0 zp2=-2 w93=-5 T1(0[0) To(—4|—32)
H(—1,25|4,3945) W,(—2,931| — 16,557) Wa(—0,569|2,0505)
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4.9 Aufgabe 9
flz) =2 - 62>+ 1220 — 7
D=R y=-7 zo=1 S(2[1)=W(2[1)
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4.10 Aufgabe 10
2?4627+ 1z +6
fl@) = 23 4 522 4+ 8z + 4
D=R\{-2;-1} z,=-2 L(-1]2) 20=-3 y =15 a(z)=1

keine Extrema, keine Wendepunkte
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4.11 Aufgabe 11

0=
D=R y=0 zo=0 W;y(0]0) Wy (=3|4,5) W5(3]—45) a(z)=—x
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4.12 Aufgabe 12

. X
2249

()

D=R yo=0 zo=0 T(=3|-0,167) H (3|0,167)

W1(0[0) Wa(—5,196] — 0,144) W5(5,196|0,144) a(z) =0

y
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4.13 Aufgabe 13

x
2 —1

fx) =

D:R\{—l,l} l’plz—l l’PQ:]_

ro=0 yo=0 keine Extrema W (0[0) a(z)=0
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4.14 Aufgabe 14

62% + 6
="y

D =R keine Nullstellen yo =2 T(02) Wi(—1]3) Wa(1|3) a(zx) =6
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4.15 Aufgabe 15
-z
fla) = 3 — 22 +3x—3
D=R\{1} L(1]025) z0=0 g =0 T(—1,732|—0,2887) H(1,732]0,2887)
Wi(=3] —0.25) W,(0[0) W;(3(0,.25)

¥
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4.16 Aufgabe 16

_x4—5x3+7$2—3x

f(@) 3 — 622 +9x — 4
1")y \
11 \ /
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ki /()
1 T
7 PO]
: a(x)
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4.17 Aufgabe 17
3 — 4x? + 4
1@ = s —3
D=R\{2} L(2|0) 2=0 gy =0 T(1]—0333) H(2/0) W(0|0)
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4.18 Aufgabe 18
2+ -9 -9
f(x) = —
¢+ 6x +5
D:R\{—5,—1} Yo = —1,8 To1 — -3 o2 =3 rp = -1
L(—1|—2) H(-9|—18) kein Wendepunkt

y

\

\ 4
\

\

[\]

\

==
(S
==
o
==
H—
==
o}
©
@0

~J
p)
S5
>
o
H=

TN

1S

Pol

(@)

go

=
em)

=
Do

Ry
He

e
@)

\
i

Do
D

L~
N
NO

L—
NO

s

26




4.19 Aufgabe 19
flz)=a2*—8z% -9
D=R yo=-9 xp=-3 mp=23 Ti(2]—25) Tp(—2|—25) H(0|—9)
Wi (1,155| — 17,89) Wa(—1,155| — 17,89)
y
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4.20 Aufgabe 20
f(z) =2* — 32° — 62
D=R Yo = 0 To1 = 0 Toy ~ —1,372 To3z ~ 4,372
H(—0,732]2,392) T(2,732| — 18,392) W(l| - 8)
y
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4.21 Aufgabe 21
f(z) = 0,52 — 4,52% + 7,5z
To1 = 0 Toa ~ 2,21 To3 ~ 6,79 Yo = 0 H(1|3,5) T(5| — 12,5) W(3| — 4,5)

y
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4.22 Aufgabe 22
flx) =2 —2*-5x+5
Tor ~ —2,236 oo =1 w03~2,236 yYyp=05
H(-18) T(1,667| —1,481) W(0,333|3,259)

y
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4.23 Aufgabe 23
f(z) =22 + 122° + 162 — 30
zo=1 yy=-30 H(-3,155 —23,84) T(—0,845| —36,16) W (—2|— 30)

y

[N}
D

(Wi
D

=
D

[\
]

o
D

M
D

31



4.24 Aufgabe 24
f(z) = —050* — 32° +3,5
ror=—1 xpa=1 yp=35 H(0|3.5) keine Tiefpunkte; keine Wendepunkte

oo
D

—-35 +
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4.25 Aufgabe 25
f(z) = —2° + 52° + 20z
Tor &~ —2,761 gy =0 x93 = 2,761 yo=0 H(2/48) T(-2|— 48)
Wi (—1,225] — 30,92) Wy(0]0) W;(1,225/30,92)

y
50 4 /H\
30 4 W,
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4.26 Aufgabe 26

f(z) =2 — 92° + 242 — 16
Lol = 1 To2 = 4 Yo = —16 H(2|4)

T(4/0)

W(3)2)
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Hes
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4.27 Aufgabe 27
2?2+ 2x+1
)= 2+ 2z +4
D=R =025 zo=—1 T(=1]0) W;(=2/0,25) W,(0[0,25) a(z)=1
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5 Komplett durchgerechnete Losungen

5.1 Aufgabe 1
f(z) =a* — 32 — 9z + 27

Definitionsbereich:
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=—0°—=3-0°—9-0+27 =27

y-Achsenabschnitt: yg = 27

flzo) = 0
3 — 323 — 99 +27 = 0

Um die Nullstellen dieses Polynoms dritter Ordnung zu ermitteln, muss eine Losung
durch planvolles Raten ermittelt werden, damit anschliefend eine Polynomdivision
durchgefiihrt werden kann. Ich erhalte z.B.:

Tor =3

(3 =323 —9zo +27) : (v0—3) = 22-9
3
0

—(z3 —323)
—9x9 +27
~ (=9 +27)
0

Zur Bestimmung der weiteren Nullstellen wird der Ergebnisterm gleich Null gesetzt.

22-9 = 0 |+ 9
5 = 9 Na
$02/3 = 43
$02:—3 I03:3

Da g3 mit x(; iibereinstimmt gibt es nur die beiden Nullstellen:

|x01=3|und|x02:—3

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

f(z) = 32> —6z—9
f'(x) = 6x—6
f///(a,/.) — 6
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Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

3% —6xp—9 = 0 |:3
3 —2r5—3 = 0
I‘El/g = ].:l:\/].“—?)
xEl/Q = 1+x2
T = —1 Tpa =3

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”’(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f"(zm)
f(xm) =

Die zugehorigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen x5, und

ye1 = f(rm)

TE1
Yrp2 = f(ﬂUEQ)

—1)—6=—-12<0 = Hochpunkt bei zg; = —1

6-(-1)
6:-3—6=12>0 = Tiefpunkt bei xgy = 3

TE2.

(=1 =3+ (=1)2=9-(=1) + 27 = 32
3 -3.32-9.3427=0

Hochpunkt: H(—1|32) | und | Tiefpunkt: 7°(3|0)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f(xw) = 0
6y —6 = 0 |+6
6ry = 6 |:6
Tw — 1

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy ) # 0.

f"(1)=6#0 Wendepunkt bei zy =1

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von

Tw -
yw = flow)=1"-3-12-9.14+27=16

Wendepunkt: W (1]16)
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5.2 Aufgabe 2
f(z) =2 =102 +9

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

Yo = f(0)=0"—10-0°+9=9

y-Achsenabschnitt: yg = 9

flzo) = 0
x5 —1023+9 = 0

Dies ist eine Biquadratische Gleichung. Zur Losung substituiere ich:
T8 =2
Eingesetzt erhalten wir eine Quadratische Gleichung mit der Hilfsvariablen z.

22—-1024+9 = 0
21/2 = 5:|Z\/25—9

212 = 544
21:1 22:9

Jetzt kann zuriick substituiert werden. Zu jedem z-Wert gibt es zwei x,-Werte. Beginnen
wir mit z;.

zZ1 = 1
"E(2)1/02 =1 |\/_
o1 — —1 To2 — 1
Das gleiche machen wir mit z,.
Z9 = 9
:7033/04 =9 va
Toz = —3 Tos =3
Nullstellen: xgy = =1 xgo =1 xp3=—-3 xp4 =3

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flx) = 2% =102 +9
f'(z) = 42° —20x
() = 122% —20
f"(z) = 24z
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Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung

dort gleich Null ist.

f'(zg) = 0

423, — 20z = 0

An dieser Stelle ist es zweckméfig, xp auszuklammern.

TE -

(42% —20) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren kénnen daher einzeln

untersucht werden.

TE1

4% — 20

4x%

r%

TE

TEy = Vb~ 2,236

= 0

=0 | + 20
= 20 |- 4
= 5 |\/‘

= +v5
Tps = —Vb ~ —2,236

Wir haben drei Kandidaten fiir Extrempunkte erhalten, die jetzt einzeln gepriift werden
miissen. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite
Ableitung verwendet. Ist f”(zg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(zg) < 0, dann

haben wir einen Hochpunkt.

Achtung! Bei der Priifung darf nicht mit dem Niherungswert gerechnet
werden, sonst merkt man nicht, wenn die zweite Ableitung eventuell Null

wird!

Priifung fiir xg; = 0:

f"(0)=12-0—-20=-20<0 = Hochpunkt bei x5 =0
ypr = f(0)=0"=10-02+9=9

Hochpunkt H(0]9)

Priifung fiir xp = v/5:

2

f(V/5) =12. (\/5) —20=40>0 = Tiefpunkt bei 5 = V5

Yp2 = f(\/g) =

(\/5)4 —10- <\/5)2 L9=—16

Tiefpunkt T} (v/5| — 16)
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Priifung fiir xg3 = —/5:

2
f'(=v5) =12 <—\/S> —20=40>0 = Tiefpunkt bei x5 = —V/5

ym = f(—V5) = (—\/5)4 —10. (—\/5)2 +9=—16

Tiefpunkt Ty(—+/5| — 16)

Bestimmung der Wendepunkte:

Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f(ew) = 0
1222, —20 = 0 |+ 20
1223, = 20 112
) 5
Tw = 3 Va

5 5
Twe = \/g ~1291 awe = —\/; ~ 1,291

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy ) # 0.

Priifung fiir xy, = g:

) )

f/// < g) =924 . \/g ~ 30,98 7£ 0 = Wendepunkt bei zy; = §

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
xw1 in die Grundfunktion f.

4 2

ywr = flzw1) = 7| —10- 5] t9=——-——-+9=——
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Priifung fiir xyo = — g:

)
" <— g) =24 <—\/§) ~ —-3098 #0 = Wendepunkt bei xyy = — 3

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
Zwe in die Grundfunktion f.

4 2

) 3 2550 44

= = — — —10 - — — 9____ 9:__
yw2 = f(zw1) 3 0 o]+ Tt .

Wendepunkt: Ws (\/—73 = 4?,4)
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5.3 Aufgabe 3
f(z) = 2" — 42®

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=0"—4-0>=0

y-Achsenabschnitt: yy = 0

f(xo) = 0
xé —4x3 = 0
3 (rg—4) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.
xg = 0 |3/

Tor — 0
Toe = 4

Nullstellen: Lol = 0 To2 = 4

Bestimmung der Extrema:
Zunichst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = 2t —42°
fl(z) = 42— 1222
f(x) = 1222 — 24x

F(z) = 24z —24

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

feg) = 0

43, — 1223 = 0 |:4
v —32% = 0
% (zp—3) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.

T2 0 [/
Tp1 = 0
TEpoy = 3
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Wir haben zwei Kandidaten fiir Extrempunkte erhalten, die jetzt einzeln gepriift wer-
den miissen. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite
Ableitung verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann
haben wir einen Hochpunkt.

Priifung fiir xg; = 0:

f"(0)=12-0—-24-0=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f/(z)
ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und wenn ja, in welcher Richtung.

fl(=1) = 4.<_1)3_12.(—1)2 = —16 < 0
() = 4-13-12-12 = -8 <0

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, deshalb handelt es sich um einen Sattelpunkt
bei Tp1 = 0.

ypr = f(0)=0"—4-0°=0

Sattelpunkt S(0]0)

Priifung fiir xgs = 3:

f"(3)=12-32-24-3=36>0 = Tiefpunkt bei 5y = 3
ype = f(3) =3*—4.3%= 27

Tiefpunkt T'(3| — 27)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

fxw) = 0
12%%4/ —24zy = 0 |:12
vy, — 2w = 0

Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln

untersucht werden.
Twi =

.CL’W—Q = |—|—2

OO

Tw2

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zw ) # 0.
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Priifung fiir x4, = 0:

f7(0)=24-0—-24=-24#0 = Wendepunkt bei zy; =0

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
w1 in die Grundfunktion f.

lezf($W1)=04—4-03:O

Wendepunkt: W;(0]0)

Priifung fiir xyo = 2:

f"(2)=24-2—-24=24+#0 = Wendepunkt bei xy, = 2

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
Zwe in die Grundfunktion f.

ywa = fzws) =2 —4-28 = 16

Wendepunkt: W5(2| — 16)
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5.4 Aufgabe 4
f(z) = 2" — 62° + 122* — 8w

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=0"—6-0°+12-0*-8-0=0

y-Achsenabschnitt: yy = 0

flzo) = 0
zy— 623 + 1222 — 8x9 = 0
zo - (x5 — 623 + 1220 —8) = 0
Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.

rop = 0
3 — 623+ 1210 —8 = 0
Fiir diese Kubische Gleichung haben wir kein analytisches Losungsverfahren. Durch
planvolles Raten kann ermittelt werden:

To2 = 2
Hiermit kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.

(2§ —6xf 412z —8) : (w9—2) = a2 —4dxo+4
—(x5 =27
Y R, —
— (—4x3  +8x)

456(] —8
0

Der Restterm kann nun mit der p-g-Formel untersucht werden.

2 —dxg+4 = 0
To3/4 = 2+v4—-4
Loz — 2

Dies ist kein neuer Wert. Es bleibt daher bei den Nullstellen:

Nullstellen: Tol = 0 To2 = 2
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Bestimmung der Extrema:
Zunichst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flx) = 2t —62%+ 1222 — 8z
f(x) = 4x® —182% + 24w — 8
f"(x) = 1222 — 36z + 24
f"(x) = 24z — 36

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.
fleg) = 0
4a%, — 187% +24xp —8 = 0 |: 4
3 —4.51% + 6z —2 = 0
Fiir diese Kubische Gleichung haben wir kein analytisches Losungsverfahren. Durch
planvolles Raten kann ermittelt werden:

TE1 — 2
Hiermit kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.

x¥,  —451% +6rp —2) : (20—2) = 2% —2510+1
)
—2,51‘% +6IE —2
— (—252%  +bxp)

P

TE —2
-  (zp -2)
0

Der Restterm kann nun mit der p-g-Formel untersucht werden.

5) 25 16

R T
5 3
Tp2/3 = Ziz
T2 = 0,5 Tpz =2

Da x g3 identisch mit x g ist, bleiben nur zwei Kandidaten fiir Extremstellen, die jetzt
einzeln untersucht werden miissen. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum
vorliegt, wird die zweite Ableitung verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt
vor, ist f”(zg) < 0, dann haben wir einen Hochpunkt.
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Priifung fiir xg; = 2:
f'(2)=12-22-36-24+24=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f'(x)
ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und wenn ja, in welcher Richtung.

F1) = 4-13-18-12424.1-8 = 2>0
f(3) = 4.33-18-32424-3—-8 = 10> 0

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, deshalb handelt es sich um einen Sattelpunkt
bei xg; = 2. Der zugehorige y-Wert ist bekannt, da bei x = 2 eine Nullstelle liegt.

Sattelpunkt S(2]0)

Priifung fiir xgs = 0,5:

f"(0,5) =12-0,52 —36-05+24=9>0 = Tiefpunkt bei 2z = 0,5
yge = £(0,5) =0,5* —6-0,5° +12-0,5* = 8-0,5 = —1,6875

Tiefpunkt 7°(0,5| — 1,6875)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f”(:l:W) — 0
1223, — 36z +24 = 0 |12
23— 3oy +2 = 0
3 9 8
e = 5T
3 1
Twip = §i§
T = 2 Twa =1

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy ) # 0.

Priifung fiir xy = 2:
f"(2)=24-2—-36=12#0 = Wendepunkt bei xy = 2

Der zugehorigen y-Wert ist bereits als Sattelpunkt bekannt.
Wendepunkt: W;(2|0)

Priifung fiir xyo = 1:
f"(1)=24-1-36=—-12#0 =  Wendepunkt bei zy, =1

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
Zwe in die Grundfunktion f.

ywe = flops) =1 —6-13+12.-12—-8.1=—1
Wendepunkt: Wy(1] — 1)
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5.5 Aufgabe 5
f(x) = 2" — 82° + 242* — 322 + 16
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo = f(0)=0"—8-0°+24-02—-32-0+16 =16

y-Achsenabschnitt: yo = 16

flzo) = 0
rg— 8 x5 +24-23-32-170+16 = 0

Fiir diese Gleichung vierten Grades haben wir kein analytisches Losungsverfahren. Durch
planvolles Raten kann ermittelt werden:

$01:2

Hiermit kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.

(x5 —8x3 +24xf —32z +16) : (20—2) = x}— 622+ 1215 — 8
REEY )
—6xy  +24x3  —32z9 +16
— (—6x3 +1213)
122032 —32z9 +16
— (1223 —24x)

—8130 +16
— (—81’0 +16)
0

Der Ergebnisterm ist ein Kubisches Polynom, das wir ebenfalls nicht analytisch 16sen
konnen. Durch planvolles Raten kann erneut ermittelt werden: xg; = 2 ist immer noch
Losung dieses Terms. Hiermit kann eine weitere Polynomdivision durchgefiihrt werden.

—215)
“4z2  +12z, -8
— (—4x}  +8x)

T
Xz

—~

3
0
3
0

4.130 —8
0
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Ubrig bleibt ein Quadratisches Polynom, dessen Nullstellen mit der p-g-Formel bestimmt

werden konnen.
xf—4dzg+4 = 0

Igg/g = 2:|:\/4—4

Tog = 2

Dieser Wert ist identisch mit der bereits bekannten Nullstelle. Es bleibt daher bei der
einzigen Nullstelle:

Nullstelle: g = 2

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

) = ' —8z%+ 242% — 32x + 16
) = 4x3 — 24x? 4 48z — 32
) = 1222 — 48z + 48
f"(x) = 24x —48
Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.
flag) =0
4o}, — 24x%, + 48z — 32 = 0 |:4
i — 614+ 1225 —8 = 0
Fiir diese Kubische Gleichung haben wir kein analytisches Losungsverfahren. Durch
planvolles Raten kann ermittelt werden:

TE1 = 2
Hiermit kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.
(3, —62% +12z5 -8) : (zp—2) = 22 —dap+4
(zh —2x%)

—4a%, +12zp -8
— (—4z%  +8zp)

4ZL‘E -8
— (433’E —8)
0

Ubrig bleibt ein Quadratisches Polynom, dessen Nullstellen mit der p-g-Formel bestimmt

werden konnen.
i —drp+4 = 0

l’E2/3 = 2:i:\/4—4

J,’EQ:Q

Dieser Wert ist identisch mit dem bereits gefundenen Kandidaten fiir ein Extremum. Es
bleibt nur ein einziger Kandidat fiir eine Extremstelle, die jetzt untersucht werden muss.
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Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

Priifung fiir xp = 2:

f'(2)=12-22-48.24+48=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f'(x)
ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und wenn ja, in welcher Richtung.

(1) = 4-13-24-12+48-1-32 = —4<0
f/3) = 4-33—-24-324+48-3-32 = +4>0
Es findet ein Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus statt, deshalb handelt es sich

um einen Tiefpunkt bei xp = 2. Der zugehorige y-Wert ist bekannt, da bei x = 2 eine
Nullstelle liegt.

Tiefunkt 7°(2]0)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f//(xW) = 0
1222, — 48z +48 = 0 |12
rh, —drw+4 = 0
JIWl/Q = 2++v4—-4
Tw — 2

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”(zy ) # 0.

Priifung fiir xy = 2:

f"(2)=24-2—-48=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f”(x) ein
Vorzeichenwechsel stattfindet. Wenn ja, dann liegt ein Wendepunkt vor, anderenfalls
ein Flachpunkt.

f'1) = 1212 -48-1+48 = 12> 0
f'(3) = 12.32-48.3+48 = 12> 0

Es liegt kein Vorzeichenwechsel vor, wir haben also einen Flachpunkt. Der zugehorige
y-Wert ist schon als Nullstelle bekannt.

Flachpunkt: F'(2|0)
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5.6 Aufgabe 6
f(z) =2* — 62° + 9z

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yozf(O):03—6-02+9.():0

y-Achsenabschnitt: yo = 0

flzo) = 0

zy— 623+ 99 = 0

xo - (25 — 620 +9) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

o1 — 0
22— 610+9 = 0
1302/3 = 3i\/9—9

Tozg = 3

|m01:O|und|x02:3|

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = a®—62%+9x
fl(z) = 32> —12x+9
f'(x) = 6x—12
f///(x) — 6

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

f'(xe) =
2% — 1225 +9
% —drp + 3
xEl/g = 2:&\/4-3

JlElzl .’IZEQI?)

|23

I
o oo

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f'(xp1) = 6:-1—12=—-6<0 = Hochpunkt bei zg; =1
f(xgs) = 6-3—12=6>0 = Tiefpunkt bei gy =3
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Die zugehdrigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen xg; und
TE2.
ys = flep)=1"-6-1*4+9-1=4

ype = [f(xme)=3>-6-32+9-3=0

Hochpunkt: H(1]4)| und | Tiefpunkt: 7°(3|0)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f//(xw) =0

6oy —12 = 0 [+12
6y = 12 |:6
Tw = 2

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatsédchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy) # 0.

f"(2) =6 #0 Wendepunkt bei xy = 2

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
zw in die Grundfunktion.

yw = flzw) =2°—6-224+9.2=2

Wendepunkt: W (2|2)
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5.7 Aufgabe 7
f(z) =" — 42® 4 622

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

Yo=f(0)=0"-4-0°+6-0=0

y-Achsenabschnitt: yo = 0

flzo) =0
rh— 4zl + 623 = 0
z3 - (22 — 4xo + 6)
Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.
g = 0 Na

Tor — 0
23 —4dxg+6 = 0

To2/03 = 2+v4—-6

Es gibt keine weiteren Nullstellen, da der Radikand (Wurzelinhalt) negativ ist.

Nullstelle: g =0

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = 2% —42° + 622
fl(z) = 42® —122% + 122
f(x) = 1222 — 24w + 12
fr(z) = 24a — 24

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

fleg) = 0
4a%, — 1225, + 122 = 0
drp- (2% —3zp+3) = 0
Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren kénnen daher einzeln
untersucht werden.

4oy = 0 | : 4
Tp1 — 0
2% —3z5+3 = 0
3 9 12
Tes = o ENIT T
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Es gibt keine weiteren Kandidaten fiir Extrema, da der Radikand (Wurzelinhalt) ne-
gativ ist. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite
Ableitung verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann
haben wir einen Hochpunkt.

Priifung fiir xp = 0:

f'(0)=12-02-24-0+12=12>0 = Tiefpunkt bei xz =0
yp1 = f(0)=0"—4-0°4+6-0*=0

Tiefpunkt 7°(0]0)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f//(xW) = 0
1222, — 24z +12 = 0 |12
o —2zw+1 = 0
JIWl/Q = 1+ vV 1—-1
Tw — 1

Mit der dritten Ableitung konnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy) # 0.

Priifung fiir zy = 1:

f"(1)=24-1-24=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f”(x) ein
Vorzeichenwechsel stattfindet. Wenn ja, dann liegt ein Wendepunkt vor, anderenfalls
ein Flachpunkt.

£70) = 12:02-24-0+12 = 12>0
f'2) = 12-22-24.2+412 = 12> 0

Es liegt kein Vorzeichenwechsel vor, wir haben also einen Flachpunkt. Der zugehorige
y-Wert yyy wird mit Hilfe der Grundfunktion bestimmt.

yw = flaw)=1"—4-13+6-1*=3

Flachpunkt: F'(1|3)
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5.8 Aufgabe 8
f(x) =a* + 72° + 1027

Definitionsbereich:
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=0*+7-0°4+10-0>=0

y-Achsenabschnitt: yo = 0

f(zo) = 0
xg+ Tag+ 1023 = 0
z- (22 +Txg+10) = 0
Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren kénnen daher einzeln
untersucht werden.

2 = 0 |\/'

o1
T3+ Trg+10 = 0

I
o

7 49 40
o = T
7 3
To2/3 = _Ei )
Tog = —2 To3 = —5
Nullstellen: o1 = 0 Lo = —2 o3 — -5

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

= 2%+ 72% + 1022

f(x)
f(z) = 42° + 212 + 20z
() = 1222 + 422 + 20

() = 24z + 42

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

flep) = 0
4%+ 212% + 200y = 0 |:4
3 21 2
21
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Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.

.T}Elzo

, 21

Tpys = ——FEN\ 7~ =

8 64 64
21 121
s = g\ Gy
21 11
TE2/3 = —gig
5
jUEQZ—Z Tpy = —4

Wir haben drei Kandidaten fiir Extrempunkte erhalten, die jetzt einzeln gepriift werden
miissen. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ab-
leitung verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f’(zg) < 0, dann
haben wir einen Hochpunkt.

Priifung fiir xg; = 0:

f'(0)=12-0°+42-04+20=20>0 = Tiefpunkt bei 255 =0

Priifung fiir xpy = —%:

5\ 5 55 5
17(0) =12- (——) +42- (_4_1> +20 = -7 < 0 = Hochpunkt bei xp; = -2

Priifung fiir xg3 = —4:

0y =12 (—4)* +42-(—4) +20=44>0 = Tiefpunkt bei rp3 = —4

Die zugehérigen y-Werte werden durch Einsetzen in die Grundfunktion bestimmt.

ymw = flzp) = 0*+7-0°+10-0? I
ype = flzm) = (=1,25)4+7-(=1,25)2+10-(—1,25)*> = 4,39453125
yps = f(rps) = (—4)'+7-(—4)° +10-(—4)? = —32

Tiefpunkt 77(0]0) Hochpunkt H(—1,25(4,3945) Tiefpunkt To(—4| — 32)
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Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f(xp) = 0
1202 + 4225 +20 = 0 |:12
L 0
x —T - =
BT TR
T, 95
e T
T, [147 80
A TR
_ T, o
BT TN R
T 903145 _ T 5 06855
et =37\ 1g™ % xEQ—_Z‘f‘ rEY

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy ) # 0.

Priifung fiir xy = —% — 2—;:
7 67 7 67
" _ N ~ _ ) i — 4=
[ (xp) = 24 ( 1 48) +42 28,35 #0 = Wendep. bei zy 1 12

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
w1 in die Grundfunktion f.

4 3 2
7 67 7 67 7 67
— — —_— - . - - ]_ . - _ %_1
yw1 = f(zw1) < 1 48> +7 ( 1 48> +10 ( 1 48> 6,557

Wendepunkt: W;(—2,931| — 16,557)

Priifung fiir xyo = —;Z + 1/2—;:

7 67 7 67
" o N . ~ . : _ _ _
fxp) =24 ( 1 +14/ _48> +42~2835#0 = Wendep. bei zy 1 + 18

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
w1 in die Grundfunktion f.

4 3 2
7 67 7 67 7 67
= —= _— _ . _— —_ 1 . _— —_ %2
yw1 = f(xw1) ( 4+\/48> +7 < 4+\/48> + 10 < 4+\/48> ,0505

Wendepunkt: Wy(—0,5685(2,0505)
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5.9 Aufgabe 9
flz) =2 - 62>+ 1220 — 7
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

o= f(0)=0"—6-0°4+12-0—-7=—7

y-Achsenabschnitt: yg = —7

flzg) = 0
T3 — 623+ 1200 —7 = 0
Um die Nullstellen dieses Polynoms dritter Ordnung zu ermitteln, muss eine Losung

durch planvolles Raten ermittelt werden, damit anschlieend eine Polynomdivision
durchgefiithrt werden kann. Ich erhalte z.B.:

xor =1
Hiermit kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.
(z§  —62f +12z9 —T7) @ (vo—1) = 22 —5xg+7
—(z5  —=p)
—bxd 12z -7
— (=bx2  +5z0)

71170 -7
0

Der Restterm kann nun mit der p-¢-Formel untersucht werden.

a2 —brg+7 =

0

5 25 28
Y
2

To2/3 = 4 1

Es gibt keine weiteren Nullstellen, da der Radikand (Wurzelinhalt) negativ ist.

Nullstelle: 2o = 1

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = 2®—622+122 -7
f(z) = 32*—12z+12
f'(x) = 6x—12
f///(l.) — 6
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Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

fllag) =0
3z% —12zp+12 = 0 |23
i —drp+4 = 0
Tp1/2 = 24++/4—-4
g = 2

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f”(zg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(zg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

Priifung fiir xg = 2:

f"(2)=6-2—12=0 = Keine Aussage moglich!

Hier hilft das zweite Kriterium zur Untersuchung weiter. Es wird gepriift, ob fiir f/(z)
ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und wenn ja, in welcher Richtung.

F(1) = 3.12-12-1+412 = 3>0
F(3) = 3.32-12.3412 = 3>0

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, deshalb handelt es sich um einen Sattelpunkt
bei xp = 2. Der zugehorige y-Wert wird bestimmt durch Einsetzen von xp = 2 in die
Grundfunktion.

yp = flrg) =2 —6-22+12-2-7=1

Sattelpunkt S(2]1)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

faxw) = 0
6ry = 12 |:6
Tw = 2

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu ei-
nem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(xy) # 0.

Da f"”(z) = 6 immer ungleich Null ist, liegt ein Wendepunkt vor. Er ist identisch mit
dem Sattelpunkt.

Wendepunkt W (2|1)
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5.10 Aufgabe 10

622+ 11z +6
f(@) = a3 + 5a? + 8z + 4
Bestimmung des Definitionsbereiches:
Bei einer Gebrochen Rationalen Funktion gibt es Definitionsliicken, wo der Nenner Null
wird. Diese Stellen bestimmen wir, indem wir den Nenner gleich Null setzen.

22+ 5224+8x+4=0

Fiir ein Polynom dritten Grades haben wir kein analytisches Verfahren zur Verfiigung.
Durch planvolles Probieren kénnen wir eine Nennernullstelle bestimmen und dann den
Nenner faktorisieren. Wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind sie immer Teiler
des absoluten Gliedes, also hier von 4. In Frage kommen also +1, +£2 und +4. Auf diesem
Wege erhalten wir ;1 = —1. Durch eine Polynomdivision kénnen wir jetzt den Nenner
faktorisieren. Wir teilen immer durch (x — x;), hier also dorch (z + 1).

(3 452 +8z +4) : (v +1)=2>+4x+4
3

—(z%  +2?)
422 4+8x +4
— (42  +4x)
4  +4
—(4z +4)
0

Der Nenner ldsst sich also folgendermaflen faktorisieren:
2 +52° +8r+4 = (v +1) (2 +4dx +4)
Jetzt miissen nur noch die Nullstellen des zweiten Terms gesucht werden.

2 +4r+4 = 0

To/3 = —2+v4—-14

ZEQZ—Q

Mit diesen beiden Nennernullstellen erhalten wir:

Definitionsbereich: D = R\{—1; —2}
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Untersuchung auf Polstellen und Liicken:
Was ist bei 21 = —17

Z(-1) = (=1 +6-(=1)*+11-(=1)+6 =0
Der Zahler ist ebenfalls Null, wir kénnen also auch dort (z —x;) ausklammern und dann
dadurch kiirzen.

(*  462% +1lz +6) : (z+1)=2>+52+6

—(z®  +2?)
522 +1lx  +6
—(52? +bz)
6x 46
—(6x +6)
0

Damit konnen wir die Funktion f(z) in faktorisierter Form schreiben und zu f*(x)
kiirzen.

(x+1) - (2* + 5z +6)

1@ = G vt a)
o\ a*4br+6
fiz) = 22 +4x +4

Diese gekiirzte Funktion f*(x) kénnen wir auch fiir alle weitere Betrachtungen verwen-
den, da sie mit f(x) innerhalb des Definitionsbereiches iibereinstimmt.

Priifen wir nun, ob auch der neue Nenner N* bei 1 = —1 eine Nullstelle hat.
N*(=1) = (=1)>+4-(-1)+4=1#0
Das ist nicht der Fall, bei ;1 = —1 liegt also eine Liicke vor. Den zugehorigen y-Wert

liefert die gekiirzte Funktion f*(z).

o (F1245-(-1)4+6 2
u=1r (371)—<_1)2+4.(_1)+4_I_2

Liicke: L(—1]2)

Was ist bei vy = —27

Z*(=2) = (-2 +5-(=2) +6=0

Wir kénnen also im Zéahler und im Nenner den Term (z — z3) = (z + 2) ausklammern.
Zghler:
(22 45z 46) : (v +2)=x+3

2

—(z* +2x)
3r  +6
—(3z +6)
0
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Nenner:

(2 44z 4+4) : (@+2)=x+2
—(z* +2x)
20 +4
—(2x +4)
0

Wir kénnen damit Zihler und Nenner von f*(z) in der faktorisierten Form schreiben
und dann durch (z + 2) kiirzen. Diese gekiirzte Funktion nennen wir f**(z).

(x+2)-(x+3)
(z +2)?

r+3

T+ 2

f ()

(@) =

Diese gekiirzte Funktion f**(x) kénnen wir auch fiir alle weitere Betrachtungen verwen-
den, da sie mit f(x) innerhalb des Definitionsbereiches iibereinstimmt.

Priifen wir nun, ob auch der neue Nenner N** bei ;1 = —1 eine Nullstelle hat.
N*™(=2)=—-2+42=0 = necuen Zihler untersuchen

Z"™(=2)=-24+3=1#0 = Polstelle bei x9 = —2

Polstelle bei z, = —2

Untersuchung auf Achsenschnittpunkte:

vy 0433
f(zg) = 0
xo—i—?)
fry . 2
P 0 | (ZBO+)
vo+3 = 0 |-3
g = —3
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Untersuchung auf Extrema:
Wie bereits begriindet, kann auch hier die einfachere Funktion f**(z) verwendet werden.
Wir bestimmen zunéchst die erste Ableitung. Dazu benotigen wir die Quotientenregel.

/-/u\
Fra) = 28
T+ 2
—~—
u! v u v
() I (z4+2)—(z+3)- 1
X =
(z +2)
2
_r+2-x-3
- (z+2)?
o 1
@ = Gy

Extrema konnen nur dort liegen, wo die erste Ableitung Null ist. Ein Bruch ist nur dort
Null, wo der Zdihler Null ist. Da der Zahler stets gleich 1 ist, hat die Funktion keine
Hoch- oder Tiefpunkte.

Keine Hoch- oder Tiefpunkte

Untersuchung auf Wendepunkte:

Hierfiir benotigen wir die zweite Ableitung.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

™
[7(x) = “wroy
——
u’ v u v’
) = 0 (@421 2 (x4 2)
B (z +2)*
2
2z +2) . 2
= 12! kiirzen duch (z* — 1)
**// o _2
Jo) = (x4 2)3
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Wendepunkte kénnen nur dort liegen, wo die zweite Ableitung Null ist. Ein Bruch ist
nur dort Null, wo der Zdhler Null ist. Da der Z&hler stets gleich —2 ist, hat die Funktion
keine Wendepunkte.

Keine Wendepunkte

Bestimmung der Asymptote:

(% 462> 411z 46) : (2°+52?+8x+4) = 1+ L2
—(2® +bx?  +8x +4)
z? 4+3r 42

Asymptotengleichung: |a(z) = 1
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5.11 Aufgabe 11

Fla) = — 23 —Ox
¥ = x?2+3

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrankungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

?+3 = 0 | —3

? = -3 Va
r = +v-3

Es gibt keine (reellen) Nullstellen des Nenners, also ist:
Pole, Liicken:

Da es keine Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt, gibt es auch weder Polstellen
noch Liicken.

Bestimmung der Achsenabschnitte:

—0°~9-0

w=10)=—G 5 =0

Abschnitt auf der y-Achse: |yo = 0

f(zo) = 0

— 23— Oz 9
—2* =9z = 0
- (—2*—9) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Die beiden Faktoren kénnen also
einzeln untersucht werden.

Tor — 0
22 —9 = 0 |+ 9
2 = 9 |2 (=1)

z? -9 Va
To2/03 = +v -9

Da der Radikand negativ ist, gibt es keine weiteren (reellen) Nullstellen.

Nullstelle:
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Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

—3z? -9
"(z) = 2z

S-S
S
S~—

I

u v u v

(=32° = 9) (2* + 3) — (—2° — 92) 22

flx) =
(x2 + 3)2
2
(=32 =927 — 927 — 27) — (22" — 1827)
N (22 4 3)?
- 3xt — 1822 — 27 + 22* + 1822
B (x2 + 3)2
—xt =27
li
r) = ——
fe) (22 + 3)°

Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

u(z) = -2 =27 = J(r) = —4a3
v(zr) = (x2—|—3)2 = V(r) =

Die Unterableitung v’(x) wird mit der Kettenregel bestimmt.

g(z) = 2*+3 = J(x) = 2z
vig) = ¢ = V(9 = 2

V(z) = g'(z) v'(g)

= 2x-2g

= 2z-2-(2*+3)
V'(z) = 4dx- (224 3)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.
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— 423 (22 +3)* — (—2* = 27) -4z - (2* + 3)

"
T
) s
@?+$~Q4ﬁ.@l+$—(ﬁﬁ—2n-mﬂ
= , kiirzen duch (z? — 1)
(2 +3)
42 (24 3) — (=t - 27) - da
- (2% + 3)°
_ —4a® —122° — (—4a® — 108x)
N (22 4 3)°
() — 122 + 108z
T
(22 4 3)°

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

fllzg) = 0
ey = 0 |- (2% +3)
(IE+3)
et 27 = 0 |+ 27
o= |
Ty = =27 |a
Tp = +v-27

Da die vierte Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es keine
Extrema.

Wendepunktbestimmung:

Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunktpunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich
Null ist.

— 1223 + 108y,

= 0 |- (22 +3)°
—1222 + 108z, = 0 |:(—12)
3 -9z, = 0

Ty (22 —9) = 0

Bekanntlich ist ein Produkt genau dann Null wenn einer der Faktoren Null ist.
Damit erhalten wir
Tpy=0 V 22 -9=0

Damit ist der erste Kandidat fiir einen Wendepunkt x,,; = 0 bereits bekannt. Die wei-
teren bestimme ich aus dem zweiten Term.
22 -9 =0 |+9
z2 9 |/

Tyw2/3 = +3
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Zur Untersuchung, ob tatsédchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei x,, = 0, bei
Two = —3 bzw. bei x,3 = 3 vorliegt, gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode
erfordert die dritte Ableitung. Da diese etwas ldstig zu bestimmen ist, verwende ich die
andere Methode. Dazu muss ich einen Punkt links und einen Punkt rechts vom ver-
muteten Wendepunkt aud die zweite Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich
nicht weiter gehen, als bis zur néchsten Nullstelle von f”(z) oder Polstelle von f(x).
Habe ich links und rechts von z,, unterschiedliches Vorzeichen bei f”(x), dann ist der
Wendepunkt nachgewiesen.

—12-(=1)>+108-(—1) 3
F=n = (—12+3)° T2
=  Wendepunkt bei z,,; =0
—12-13+108-1
1) = +108 _ 3
(12 +3)° 2
e — 12 (—4)> + 108 - (—4) 336
4 = B e |
19 (<(_£4))3 —:_130)8 (=1) 3 = Wendepunkt bei z,9 = —3
f// —-1) = -
- (-1)2+3)° 2
—12-134+108-1 3
f//(l) = 12 5 3 = 5
B 12(. 4?::_ )108 4 336 =  Wendepunkt bei x,3 =3
I
4) = -
') (42 +3)° 6 859
Jetzt fehlen nur noch die zugehorigen y-Werte.
—03-9-0
Yor = f(t1) = —gz75— =0
(=3 ~9-(=3)
w2 = w2) — =45
Yuw2 = [f(Tw2) (—3)2+3
-3%-9.3
w3 — w3) = T 59 o _4a
Yus = [(Tw3) $ 13 5

Wendepunkte bei: [ W3 (0]0) Wy (—34,5) Wa (3] — 4,5)

Bestimmung der Asymptote:

(—2® —9z) : (®+3) = —r— 2%
—(—2* —3z)
—6x

Asymptotengleichung: | a(z) = —x
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5.12 Aufgabe 12

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrankungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

?+9 = 0 |—9

> = -9 Va
r = £v-9

Es gibt keine (reellen) Nullstellen des Nenners, also ist:
Pole, Liicken:

Da es keine Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt, gibt es auch weder Polstellen
noch Liicken.

Bestimmung der Achsenabschnitte:

0

yo:f(O):m:()

Abschnitt auf der y-Achse: [yg = 0

i o ) 9
s = 0 1@+

$0:O

Nullstelle:

Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

ulz) = = = u(x) =1
v(iz) = 2249 = J(z) = 2«
. 1- (22 49) — (x-2x)
f'(z) (x249)2
2?9227
- @iy
) 2?49
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Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

ulz) = —224+9 = J(r) = -2z
v(r) = (@*+9)? = V() =

Die Unterableitung v'(x) wird mit der Kettenregel bestimmt.

g(z) = 2249 = J(x) = 2z
v(g) = ¢° = V(9) = 29
Viz) = g'(x)-v'(g)
= 2x-2g
= 2x-2-(z*+9)

V(z) = 4z (22 +49)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

— 2z (22 +9)? — (—2* +9) -4z - (22 +9)
(22 +9)*
(22 +9) - (—2;(; (2?2 4+ 9) — (—4a® + 369@))
= | kiirzen duch (22 — 1)
w0y
— 2z - (22 +9) — (—42® + 362)
(22 +9)3
—22% — 18z + 4a® — 362
(2 +9)3
223 — Hdx
(22 +9)3

f'(x) =

f"(x)

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

fz'(xE) =0
—x5+9
%%9)2 =0 |- (2% +9)?
—1%+9 = 0 | -9
—af = 9 - (=1)
2 = 9 Va
Tpi/2 = +3
TEp1 =3 Tpy = —3
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Was ist bei g = 37

2.3 -54.3

1"(8) = (324 9)3

~ —0,0185 <0 = Hochpunkt bei xg; =3

Der zugehorige Funktionswert wird bestimmt:

— f(3) = S 31 oaer
YEL = T 3249 18 6

Hochpunkt: | H(3|0,167)

Was ist bei x5y = —37

2. (=3)3 — 54 (—3)

f”<_3) = (_3)2 I 9)3

~ 0,0185 >0 = Hochpunkt bei gy = —3

Der zugehorige Funktionswert wird bestimmt:

—_

~3 3
=~~~ —0,167

ym:f(—3):m:—1—8 5

Tiefpunkt: | T(—3| — 0,167)

Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunktpunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich
Null ist.
f‘//(l,w) — O
223 — Hdx
w L 0 (2 9)3
223 —bdx, = 0 |:2
3 —2Tx, = 0

Ty (22 —27) = 0

Bekanntlich ist ein Produkt genau dann Null wenn einer der Faktoren Null ist.
Damit erhalten wir
T,=0 V a2l —27=0

Damit ist der erste Kandidat fiir einen Wendepunkt x,,; = 0 bereits bekannt. Die wei-
teren bestimme ich aus dem zweiten Term.

22 —27 = 0 | +27
x2 27 Va
Tw2/3 = i\/2_7
Ts = —/27 ~ —5,196 Tws = V27 ~ 5,196
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Zur Untersuchung, ob tatsédchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei x,, = 0, bei
Twz = —V/27 bzw. bei x,3 = V27 vorliegt, gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine
Methode erfordert die dritte Ableitung. Da diese etwas lastig zu bestimmen ist, verwen-
de ich die andere Methode. Dazu muss ich einen Punkt links und einen Punkt rechts
vom vermuteten Wendepunkt aud die zweite Ableitung untersuchen. Dabei darf man
natiirlich nicht weiter gehen, als bis zur néchsten Nullstelle von f”(x) oder Polstelle von
f(z). Habe ich links und rechts von z,, unterschiedliches Vorzeichen bei f”(z), dann ist
der Wendepunkt nachgewiesen.

Was ist bei x,, = 07

2. (=1 =54 (—1)

f'=1) = T = 0,52
2((_1% )_ —g49_)1 = Wendepunkt bei x,,; =0
") = s = 052
) (12 +9)°

Der zugehorige y-Wert muss bestimmt werden:

= 0) = g =0
Yot = =29 =
Ergebnis: 1. Wendepunkt: [ W;(0/0)
Was ist bei 20 = —v/277
2. (—6)° —54- (—6
£(—6) = (=6) _ § )~ ~0,053333
5. <(_(1_)(35)_ —'5—49_)(_1) =  Wendepunkt bei z, = —v27
(=1 = . = 0,52
((=1)*+9)

Der zugehorige y-Wert muss bestimmt werden:

~VET VT VT
(—V27)2+9 27+9 36

Yur = [(—V27) = ~ —0,144

Ergebnis: 2. Wendepunkt | W, (—ﬁ|%ﬁ) oder | Wy (—5,196| — 0,144)

Was ist bei x,3 = V277

"y — 2-1°—54-1 059
N |

2.63—-54-6 = Wendepunkt bei z,3 = V27
f'(6) = @i 0,053 333

72



Der zugehorige y-Wert muss bestimmt werden:

V2T V2T VT
(V27)2+9 2T+9 36

Yus = f(V27) = ~ 0,144

Ergebnis: 3. Wendepunkt | W3 (x/?ﬂ%) oder | W3 (5,1960,144)

Bestimmung der Asymptote:
Da der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist, ist die
Asymptote die x-Achse.

Asymptotengleichung: |a(z) = 0
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5.13 Aufgabe 13

x
2 —1

flx) =

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschréankungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

-1 =0 |+1

x? 1|,

331/2 = =+1

Ergebnis: [D =R\ {—1; 1}

Pole oder Liicken:
Was ist bei 21 = —17

Z(-1)=—-1#0 = |Polstelle bei zp; = —1
Was ist bei x93 = 17

Z(1)=1%#0 = |Polstelle bei zpy = 1

Bestimmung der Achsenabschnitte:

0
Yo = f(0) = e—1 "
Abschnitt auf der y-Achse: [yg = 0
flzg) = 0
o
o7 = 0 G-
Ty = 0

Nullstellen:
Ableitungen:

Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

u(r) = w = u(z) = 1
v(z) = 22—1 = J(z) = 2z
, 1 (@ - ;: 27
fi(z) = (x2 _ 1)2
2
-1 202
@1
/ T T~ —
fl(z) = (@ — 1)2
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Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

uwlz) = —22—-1 = J(x) = —2x
v(r) = (*—-1)% = J(z) =

Die Unterableitung v'(x) wird mit der Kettenregel bestimmt:

g(z) = 22-1 = ¢(x) = 22

v(g) = ¢ = v'(9) = 2

Viz) = g'(x)-v'(9)

= 2x-2g

= 2z-2-(2* = 1)
V(z) = 4dx- (2?2 —1)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

—2r- (2 = 1) = (—2® = 1) -4z - (2® = 1)

f//(l‘) = (3;2 ~ 1)4
(22 —1)- (—2:10 (@2 —1) = (22— 1) -4x>
= &) | kiirzen duch (22 — 1)
=204 2 42’ Ao
B , (22 —1)°
" _ 22° + 6w
I

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

f'(zp) =
—z% -1
@17
—r3 -1 =
_IQE
72 -1 Va

Tpip = V-1

Da es keine (reellen) Losungen gibt, existieren keine Extremwerte.

I
— O e} ]
—
8
gjw
|
—_
~—
no
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Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunktpunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich
Null ist.

f//(xw) — 0
223 + 62y, 3
W =0 |-(z3—-1)
21’?:”4- 6r, = 0 |:2
23 +3z, = 0

Ty (22 +3) = 0
Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der linke Faktor Null ist,

erhalten wir sofort: z,,; =0
Die weiteren méoglichen Wendestellen erhalten wir aus dem rechten Faktor:

22 +3 =0 | —3

2 = -3 |\/‘
Tw23 = V-3

Da dies keine (reelle) Losung ergibt, bleibt es bei dem einzigen Kandidaten fiir einen
Wendepunkt: z,, = 0.

Zur Untersuchung, ob tatséchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei z,, = 0 vorliegt,
gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode erfordert die dritte Ableitung. Da
diese etwas lastig zu bestimmen ist, verwende ich die andere Methode. Dazu muss ich
einen Punkt links und einen Punkt rechts vom vermuteten Wendepunkt aud die zweite
Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich nicht weiter gehen, als bis zur néchsten
Nullstelle von f”(z) oder Polstelle von f(z), ich muss also im Bereich x = +1 bleiben.
Habe ich links und rechts von z,, unterschiedliches Vorzeichen bei f”(z), dann ist der
Wendepunkt nachgewiesen.

Was ist bei x, = —17
2-(=0,52+6-(—05
f"(=0.5) 09 ; (3 )~ 7704
2((6%7?:5)4_ 6_10) 5 = Wendepunkt bei z,, =0
f05) = ’ - ~ —7,704
(0,52 — 1)

Der zugehorige y-Wert wurde schon als gy bestimmt: y,, = 0.

Daher einziger Wendepunkt: | 1W/(0|0)

Bestimmung der Asymptote:
Da der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist, ist die
Asymptote die z-Achse.

Asymptotengleichung: |a(z) = 0
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5.14 Aufgabe 14
62% + 6
0 ="33

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschréankungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

43 = 0 | —3

2 = -3 Va
r = ++v/-3

Es gibt keine (reellen) Nullstellen des Nenners, also ist:

Pole, Liicken:
Da es keine Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt, gibt es auch weder Polstellen
noch Liicken.

Bestimmung der Achsenabschnitte:

6-0+6
Abschnitt auf der y-Achse: [yg = 2
f(xo) = 0
623 + 6
- =0 (2243
6z2+6 = 0 | —6

T3 -1 Na
Toe = V-1

Nullstellen: | Es gibt keine Nullstellen.

Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

u(z) = 62246 = d(z) = 12z
v(z) = 22+3 = J(r) = 2
u/(z) v(z) u(z) v’ (z)
AN T > T N AN
, 12z - (2 + 3) — (62" +6) - 2z
fl(z) = 2 2
(x +3)
——
w2 ()
B 1223 + 36z — 1223 — 122
B (22 4 3)?
24x
/ _
f (ZL’) (l‘2+3)2
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Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

u(z) = 24x = u(zr) = 24
v(r) = (*+3)* = J(z) =

Die Unterableitung v'(x) wird mit der Kettenregel bestimmt:

g(z) = 22+3 = () = 2z
v(g) = ¢° = V(9) = 29
Viz) = g'(x)-v'(g)
= 2x-2g
= 2x-2-(z*+3)

V(z) = 4z (22 +3)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

24 - (22 4 3)° — 24z - 4z - (22 + 3)
(22 +3)*
(22 +3) - (24 (% +3) — 24 - 4x)
— . | kiirzen duch (2? — 1)
(2% 4 3)
2422 + 72 — 9622
(22 +3)°
— 7222+ 72

(a2 +3)°

f'(@) =

f'x) =

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

fleg) =0
24$E
= =0 |-(x2 3)2
2y = 0 |:24
Tp = 0
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Was ist bei xp = 07

—72-0°+72 8
7(0) = -3
(0% 4 3)3 3
Der zugehorige Funktionswert wird bestimmt:
6-02+6
= O = =
ve =10) = <53

Tiefpunkt: | T(0[2)

>0 = Tiefpunkt bei gz =0

Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunktpunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich
Null ist.

f(xy) = 0
— 7222 + 72
— = =0 |- (22 + 3)3
(3, 1 3)
—T222 +72 = 0 | — 72
—T22% = -T2 |:(-T2)
T, =1 |/
Tyl = +1
Lyl = -1
Tw2 = 1
Zur Untersuchung, ob tatséchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei z,,; = —1 bzw.

bei x,,0 = 1 vorliegt, gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode erfordert die drit-
te Ableitung. Da diese etwas lastig zu bestimmen ist, verwende ich die andere Methode.
Dazu muss ich einen Punkt links und einen Punkt rechts vom vermuteten Wendepunkt
aud die zweite Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich nicht weiter gehen, als
bis zur nichsten Nullstelle von f”(z) oder Polstelle von f(x). Habe ich links und rechts
von ,, unterschiedliches Vorzeichen bei f”(x), dann ist der Wendepunkt nachgewiesen.

Was ist bei x,, = —17
fila) = 72- (2472 216
T (C2rry B -
= Wendepunkt bei x,, = —1

oy = o8
(02 4 3)° 3

Der zugehorige y-Wert muss bestimmt werden:

6-12+6
w pum —1 = -

Ergebnis: 1. Wendepunkt: | Wy (—1(3)
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Was ist bei x,0 = 17

—T72-0%+ 72 8
o) = —S s =

9 3
_ (702 .—;2321— 72 ’ 216 = Wendepunkt bel zy; = 1
1
2) = ————=— = —=3
f"(2) (22+3)3 343

Der zugehorige y-Wert muss bestimmt werden:

6-12+46
w2 — 1:—:3
Yoz = f(1) 1243

Ergebnis: 2. Wendepunkt: [ W5(1|3)

Bestimmung der Asymptote:
Zur Bestimmung der Asymptote wird eine Polynomdivision geméfi der Funktionsglei-
chung durchgefiihrt.

(622 +6) : (2®43) = 6— 3
—(62% +18)
—12

Asymptotengleichung: |a(z) = 6
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5.15 Aufgabe 15

"
23— 2243z —3

fz) =

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

22— 22 +3r-3=0

Dies ist leider ein Polynom 3. Grades, dessen Nullstellen wir nicht analytisch bestimmen
konnen. Durch planvolleﬂ Raten erhélt man:

ZB1:1

Jetzt kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, um die moéglichen weiteren Nen-
nernullstellen zu erhalten.

(2 —2* 43z -3) : (z—1) = 22+3

(% —a?)
3r —3

- Bz -3

0

Jetzt muss nur noch der Ergebnisterm weiter untersucht werden.

?+3 =0 | —3

2 = -3 Va

Da der Radikant negativ ist, gibt es keine weiteren Nennernullstellen.

Ergebnis: [D =R\ {1}

In Frage kommen alle (positiven und negativen) Teiler des absoluten Gliedes, falls es ganzzahlige
Nullstellen gibt, also hier: +1 und +3
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Polstelle oder Liicke:
Was ist bei 21 = 17

Z(1)=1*-1=0 = (z — 1) kann ausgeklammert werden.

-z r-(x—1)

f(x):x3—x2+3x—3:($2+3)'<x_1)

Kiirzt man nun mit (z — 1), dann erhélt man eine neue Funktion f*(x) mit erweitertem
Definitionsbereich. Innerhalb des festgelegten Definitionsbereiches ist sie jedoch
identisch mit f(x).

T

Fe) =3

N*(1)=124+3=4#0 = Liicke bei z; = 1.

1 1
-=0,25

:*1:—:

Liicke bei L(1|0,25)

Fiir alle weiteren Betrachtungen innerhalb des Definitionsbereiches von f(z) kann
mit der einfacheren Funktion f*(x) gerechnet werden.

Bestimmung der Achsenabschnitte:

0

i !

Yo = f*(0)

Abschnitt auf der y-Achse: [yg = 0

fr(xo) =0

o (22

g = 0 1@+
g = 0

Nullstellen:

Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

uz) = = = u(x) =1
v(r) = 2243 = J(z) = 2«
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) - 1 (x2+3)—:/x\-/2/x\
(2® +3)
2
x2+3—2x2v
- W
Ny —x°+3
o = ey

Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

u(z) = —2*+3 = J(@) = -2z
v(z) = (22+3)? = J(z) =

Die Unterableitung v’(x) wird mit der Kettenregel bestimmt:

g(z) = 2243 = ¢(x) = 2z
v(g) = ¢ = V(g) = 29
V@) = () )
= 2x-2g
= 2x-2- (2% +3)
V(r) = 4dx- (224 3)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

—2x - (2% +3)? — (—2® + 3) - 4z - (2* + 3)

f@) = (2% + 3)4
(22 +3) - <—2a:' (2% +3) — (— :c2+3)~4:c)
— | kiirzen duch (22 + 3)
(a2 +3)"
B — 22 — 6z + 4a® — 122
B (22 4 3)°
Py = 2% — 18z
- (2+3)°
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Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

f@g) = 0
2
—x5+3 2
— oz = 0 |+ (2% +3)
(% + 3)
—15+3 = 0 |—3
_;,;ZE _ _3 |- (1)
rp = 3 va

Tp1 = V3~ 1,732 Tpy = —V3~ —1,732

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f*"(zg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f*'(zg) < 0, dann haben
wir einen Hochpunkt.

2-(v/3)—-18-v3
" (xg) = (\/_) V3 ~ —0,0962 < 0 = Hochpunkt bei z5; = V3

((v3)2+3)°

2. (—v3)3 =18 (=3
M (wm) = (=v3) ( \/_)%0,0962>0 = Tiefpunkt bei 75y = —v/3

(—v3)2+3)’

Die zugehorigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen x5, und

TE9. \/_
3
= rp) = ——— =~ 0,2887
Ye1 f(xp) (\/3)2\_/'__3
— V3
= Tpy) = ————~ —0,2887
Yee f(zE2) (_\/5)2 13
Hochpunkt: H(1,732(0,2887) | und | Tiefpunkt: 7'(—1,732| — 0,2887)
Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich Null
ist.
f*//<xW) — O
2%, — 18z
e =0 - (ah +3)°
(% +3)
203, — 18z = 0
223, — 18 = 0 |22
-9 = 0 |+9
Ty = 9 Na
Two = —3 Twz =3
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Zur Untersuchung, ob tatséichlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei zy, vorliegt,
gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode erfordert die dritte Ableitung. Da
diese etwas ldstig zu bestimmen ist, verwende ich die andere Methode. Dazu muss ich
einen Punkt links und einen Punkt rechts vom vermuteten Wendepunkt aud die zweite
Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich nicht weiter gehen, als bis zur néchs-
ten Nullstelle von f*”(x) oder Polstelle von f*(x). Habe ich links und rechts von zy,
unterschiedliches Vorzeichen bei f”(z), dann ist der Wendepunkt nachgewiesen.

Als Nachbarwerte wihle ich:
e zuxy; =0: —1 und 1
e zu Xy = —3: —4 und —1
e 7u Tw3 =3: 1 und 4

Anmerkung: Natiirlich hidtte man die Nachbarwerte um 3 auch symmetrisch bei 2 und
4 wihlen kénnen. Da der Wert bei 1 aber schon berechnet wurde, kann man sich hier
Arbeit ersparen. Das gleiche gilt auch fiir die Nachbarwerte von —3.

Was ist bei xy; = 07

2. (=12 —18-(=1)

f*//(_l) _ g = 4
2((._13)_ —11—8 -)1 v Wendepunitbetzwn =0
x/! 1 — - = —4
(1) (12 + 3)°

Der zugehorige y-Wert wurde schon als yy bestimmt: y,, = 0. Daher erster Wendepunkt:

W1(0]0)
Was ist bei zy, = —37
2-(—4)%—-18- (-4
f(=4) =) 5 § ) —2,047
9. ((_(1_)21)_ T83-)(—1) = Wendepunkt bei zyo = —3
/! 1 _ _
ey (-1)2+3)°

Der zugehorige y-Wert wird bestimmt.

. -3
yp2 = [*(Tp2) = m = —0,25

Zweiter Wendepunkt:

Wa(—3| — 0,25)
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Was ist bei xy3 = 37

oy - 2o
(12 +3)° Wendepunkt bei zs = 3
5. 43 _ 181 = endepunkt bei x5 =
f*”<4) W ~ 27947

Der zugehorige y-Wert wird bestimmt.

= f"(xps) = ; = 0,25
Yes = J \TEs T33O

Dritter Wendepunkt:

Bestimmung der Asymptote:
Da der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist, ist die
Asymptote die z-Achse.

Asymptotengleichung: |a(z) = 0
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5.16 Aufgabe 16

_x4—5:c3+73:2—3$
3 —622+9x—4

/()

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

22— 622 4+92—-4=0

Dies ist leider ein Polynom 3. Grades, dessen Nullstellen wir nicht analytisch bestimmen
konnen. Durch planvolleﬂ Raten erhélt man beispielsweise:

ZB1:1

Jetzt kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, um die moéglichen weiteren Nen-
nernullstellen zu erhalten.

(#* =62 492 —-4) : (x—1) = 22 -5z +4

(@ —a?)
—5z* 49z —4
— (=bz*  +bz)
dr —4
—(4x  —4)
0

Jetzt muss nur noch der Ergebnisterm weiter untersucht werden.

22 —=5x+4 = 0
5 25
5(72/3 = 5:‘: Z—4
5} 25 16
= 44/ ==
2 4 4
5 3
5(72/3 = 5:]:5
ZE2:4 $3:1

Anmerkung: x3 stimmt mit z; iiberein. Es gibt also tatsdchlich nur zwei Fehlstellen im
Definitionsberich.

Ergebnis: | D =R\ {1;4}

’In Frage kommen alle (positiven und negativen) Teiler des absoluten Gliedes, falls es ganzzahlige
Nullstellen gibt, also hier: £1, +2 und +4
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Polstelle oder Liicke:
Was ist bei 21 = 17

Z(1)=1"-5-1347-1>-3-1=0 = (x — 1) kann ausgeklammert werden.

(z* —=ba® +T72* =3z) : (z—1) = 2°—42%+ 32
1

—(z*  —a?)
—4z3 +7z° -3z
— (—42®  +42?)
3x?  —3x
— (32 =3x)
0

at —52° +72° =3z (2° —4a® +3x) - (x — 1)
23— 622 +9x —4 (22 —bx+4)-(z—1)
Kiirzt man nun mit (z—1), dann erhélt man eine neue Funktion f*(x) mit moglicherweise

erweiterten Definitionsbereich. Innerhalb des festgelegten Definitionsbereiches ist
sie jedoch identisch mit f(z).

fx) =

3 2

. x° —4x® + 3x

)= ——
(@) 22 —bhx+4

Der neue Nenner muss nun untersucht werden.

N*(1)=1-5-1+4=0 = Noch keine Aussage moglich.

Z*(1)=1"-4-1+3-1=0 = (x— 1) kann ausgeklammert werden.

(* —42® 43x) : (x—1) = 2° -3z
@ —a?)

—3z* 43z

(—32?  +3z)

0

a® —da? +3r (2% —3z) - (v — 1)
o2 -br+4 (x—4)-(x—1)
Kiirzt man nun mit (x—1), dann erhélt man eine neue Funktion f**(x) mit méglicherwei-

se erweiterten Definitionsbereich. Innerhalb des festgelegten Definitionsbereiches
ist sie jedoch identisch mit f*(z).

f*(x)

x2 —3x

frelz) = =
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Der neue Nenner muss nun untersucht werden.
N*(1)=1-4=-3#0 = Liicke bei z; =1
12-3-1

2
— ) = 2 = 2~ 0,6667
o= ") == 3~0,

Liicke bei L(1]0,6667)

Fiir alle weiteren Betrachtungen innerhalb des Definitionsbereiches von f(z) kann
mit der einfacheren Funktion f**(x) gerechnet werden.

Was ist bei xy = 47

Z**(4)=4*—-3-4=4#0 = |Polstelle bei x5 = 4

Bestimmung der Achsenabschnitte:

02—3-0_

v =10 =~ =0

Abschnitt auf der y-Achse: |yo = 0

;**(50) =0
Ty — 9o
Tre—d 0 [ (z0—4)
3 —3z9 = 0
X - ($0 — 3) =0
ol — 0
To2 — 3 =0 ‘ +3
To2 — 3

Nullstellen: und
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Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

u(r) = 22 -3z = J(z) = 2z-3
=

v(ir) = xz—4 () = 1

[ v u v’

2r-3) (o -D-(2%—320) 1

)k / _
2
_ (22° -8z — 32 +12) — (2* - 32)
a (x —4)?
B 202 — 11z + 12 — 22 + 32
a (z —4)?
% — 8x + 12
iy = SRR

(x— 4

Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

u(r) = 22 —-8r+12 = J(zr) = 228
v(z) = (z—4)> = (z) =

Die Unterableitung v'(x) wird mit der Kettenregel bestimmt:

gz) = z—4 = g(z) = 1
v(g) = g = v'(9) = 29

I

— = Q
[\
Q

V(z) = 2-(z—4)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.
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(20 —8)-(z—4)>— (2 —8x+12) -2 (v —4)

) = —
(z —4)
 @-9) ((2x—8)-(m—4)—(x2—8x+12)-2)
B (z— )7
(22 -8) (v —4)—(2* —8x +12)-2
- (x —4)°
B 202 — 8x — 8x + 32 — 222 + 162 — 24
- . (z —4)3
@) = e

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

f*(xg) = 0
2
Ty — 8xp + 12
= . — 4)?
e 12" e =)

72 —8rp+12 = 0

IEl/Q == 4:|:\/ 16 — 12
= 4+2
$E1:6 I’EQZQ

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f**"(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f**"(zg) < 0, dann haben
wir einen Hochpunkt.

Was ist bei x5 = 67

1) = 55 1>0 = Tiefpunkt bei zg; =6
(6—4)3 8
Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir als Funktionswert der Extremstelle xgq.
62—3-6 18 9
6—4 2
Tiefpunkt: 7°(6]9)

Ye1 = f**(ffm) =

Was ist bei xpy = 27

£(2) ﬁ === —1 <0 = Hochpunkt bei zpy =2
Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir als Funktionswert der Extremstelle xpo.
22 -3.2 =2
Yp2 = [ (vp2) = 5 1 _221

Hochpunkt: H(2]1)
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Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich Null
ist.

f o aw) = 0
8
G —ap 0 o
8 = 0

Dies ist eine falsche Aussage. Da sie immer falsch ist, gibt es keine Kandidaten fiir
Wendepunkte.

Bestimmung der Asymptote:

(v =32 ) ¢ (w—4) = z+1+-L
—(x* —dx)

Asymptotengleichung: |a(z) = = + 1
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5.17 Aufgabe 17

3 — 4x? + 4o
a3 — 422 + 81 — 8

fz) =

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

22— 422+ 82 —-8=0

Dies ist leider ein Polynom 3. Grades, dessen Nullstellen wir nicht analytisch bestimmen
konnen. Durch planvolleﬂ Raten erhélt man:

x1:2

Jetzt kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, um die moéglichen weiteren Nen-
nernullstellen zu erhalten.

(2 —42* 48z —-8) : (v—2) = 2?-22+4

—(z%  —22?)
—2z*  +8x —8
— (=22%  +4z)
4r -8
—(4z  —8)
0

Jetzt muss nur noch der Ergebnisterm weiter untersucht werden.

22 —2x4+4 = 0
Loz = 1++/1—-4

To/3 = 1:*:\/-3

Da der Radikant negativ ist, gibt es keine weiteren Nennernullstellen.

Ergebnis: | D =R\ {2}

3In Frage kommen alle (positiven und negativen) Teiler des absoluten Gliedes, falls es ganzzahlige
Nullstellen gibt, also hier: £1, 42, +4 und +8
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Polstelle oder Liicke:
Was ist bei 21 = 27

Z(2)=2"—-2244-2=0 = (x—2) kann ausgeklammert werden.

(* —42® H4x) @ (x—2) = 2° -2

—(2%  —22?)
—21%  +4z
(—22?  +4x)
0
3 —42% + 4z (22 —2z) - (x — 2)

Jx) = 2 — 412 £ 8x —8 (22 —2x+4) - (x —2)
Kiirzt man nun mit (z — 2), dann erhélt man eine neue Funktion f*(z) mit erweitertem
Definitionsbereich. Innerhalb des festgelegten Definitionsbereiches ist sie jedoch

identisch mit f(x).

1 B x2 — 2z
i

N*(2)=22—-2-2+4=4+#0 = Liicke bei x; = 2.

22 2.2

yLZf(2)2—22_2_2+4:0

Liicke bei L(2|0)

Fiir alle weiteren Betrachtungen innerhalb des Definitionsbereiches von f(z) kann

mit der einfacheren Funktion f*(x) gerechnet werden.

Bestimmung der Achsenabschnitte:

) 0-20
o= T02-2.0+2-0+4

Abschnitt auf der y-Achse: [yg = 0
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[r(@o) =

T3 — 2z
23— 20+ 4
x% —2xy =
X - (ZL‘O — 2)

|- (22 — 2w + 4)

Zo1
o — 2
Tog = 2

o O oo O (e}

| + 2

Achtung! Die zweite Nullstelle xgo = 2 liegt nicht im Definitionsbereich! Es gibt also
nur eine einzige Nullstelle.

Nullstelle:

Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

u(r) = 2°—2x

u(z) = 2x—2
v(z) = 22 —2x+4 v’

=
= V(x) = 2x—2

/_LrQ A ~N TA/—EA
(2x —2)-(z° =2z +4)— (2 —22)- (2x — 2)

%!
) = (2% — 22 + 4)°
(223 — 42 + 8z — 2x2v:— 4o — 8) — (22 — 22% — 42? + 4x)
N (22 — 22 4 4)°
203 — 4x® + 8x — 2x% + 4x — 8 — 22 + 2% + 42? — 4z
B (22 — 22 + 4)°
() 8r —8 :
(22 — 22+ 4)

Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

u(r) = 8xr—38 = u(x) = 8
v(z) = (22 —22+4)? = J(z) =

Die Unterableitung v’(x) wird mit der Kettenregel bestimmt:

g(z) = 2*—22+4 = ¢(x) = 20-2
vig) = ¢° = V(g = 29
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V() = g'(z)-v'(9)

= (2x—2)-2g

= (2x—2)-2 (2 —2x+4)
Viz) = (4o —4)- (2% -2z +4)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

8- (22 — 2w +4)> — (8x — 8) - (dx — 4) - (2? — 22 + 4)

x! .
Jrw) = (22 — 2x + 4)*
(22 — 2z +4) - (8-(x2—2x—|—4) —(8x—8)-(4x—4)>

- (22 — 2z + 4)
8- (a? = 2w 4+4) — (82 —8) - (dx —4)
B (x2 — 2z + 4)3
827 — 162 432 — (322% — 322 — 32z + 32)
B (22 — 27 + 4)3
B 82?2 — 16z + 32 — 3222 + 327 + 327 — 32
B (22 — 2z +4)3

() — 2422 + 48z

v (22 — 22 + 4)3

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

fxp) = 0
8rp — 8
(22 5.7: +4)? = 0 |- (2% —20p+4)°
E E
8rp—8 = 0 |+8
8xrp 8 |:8
T — 1

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f*"(zg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f*'(zg) < 0, dann haben
wir einen Hochpunkt.

" (wp) CU AL 2 o L Tiofpunkt bei ap — 1
TE (12_2.1_‘_4)3*3* iefpun el xg =

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir als Funktionswert der Extremstelle x .

12—-2-1 1

v =S = oy AT

Tiefpunkt: T'(1| — 0,333)
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Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich Null

1st.
f*//(l’w) —
— 24x%, + 48z
(23, — 2zw +4)3
T — 2z
Tw1 =
Twe —2 =
Twa = 2

|- (2%, — 2z + 4)3
|+ (—24)

|
cCoocoo o o

| + 2

Achtung! Der zweite Kandidat fiir einen Wendepunkt zyo = 2 liegt nicht im Defini-
tionsbereich! Es gibt also hochstens einen einzigen Wendepunkt.

Zur Untersuchung, ob tatsdchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei zy, vorliegt,
gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode erfordert die dritte Ableitung. Da
diese etwas lastig zu bestimmen ist, verwende ich die andere Methode. Dazu muss ich
einen Punkt links und einen Punkt rechts vom vermuteten Wendepunkt aud die zweite
Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich nicht weiter gehen, als bis zur néchs-
ten Nullstelle von f*"(z) oder Polstelle von f*(z). Habe ich links und rechts von zy
unterschiedliches Vorzeichen bei f”(x), dann ist der Wendepunkt nachgewiesen.

Was ist bei xy = 07

poreny = A CDRHAS (D T2
12 —-92.(= 3
(( 1_)24 '212 (—i- ié)é '—’_14> 24343 = Wendepunkt bei xy =0
x// 1 — — PR

Der zugehorige y-Wert wurde schon als yg bestimmt: yy, = 0. Daher lautet der Wende-
punkt:

W (0[0)
Bestimmung der Asymptote:
) _ 4
—(z* =2z +4)
—4

Asymptotengleichung: |a(z) = 1
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5.18 Aufgabe 18

34+ 22 —-9r -9
f@) = —3
x4+ 6x+5
Definitionsbereichsbestimmung:
Einschrinkungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

2?2 +6x+5 = 0

(L’l/g == —Si\/9—5
Ty = —3+2
$1:—1 1'2:—5

Ergebnis: |D =R\ {-5; -1}

Polstelle oder Liicke:

(3 422 -9z —-9) : (x+1) = 22-9
— (23 +2?)
-9z -9
— (=92 -0)
0

Fa) = 42’ —=9r -9 (2 -9)-(z+1)

VT T 6r+5  (@+5) (@t

Kiirzt man nun mit (x + 1), dann erhélt man eine neue Funktion f*(z) mit erweitertem
Definitionsbereich. Innerhalb des festgelegten Definitionsbereiches ist sie jedoch
identisch mit f(x).

2_9
f*(33)22+5

N*(=1)=—-14+5=4#0 = Liicke bei z; = —1.

(-1)2-9 -8

— - _9
—14+5 4

yr = f"(=1) =

Liicke bei L(—1| — 2)

Fiir alle weiteren Betrachtungen innerhalb des Definitionsbereiches von f(z) kann
mit der einfacheren Funktion f*(z) gerechnet werden.

Was ist bei 29 = —57

Z*(=5)=(-5)?-9=16#0 = |Polstelle bei x5 = —5
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Bestimmung der Achsenabschnitte:

—f*(O)—02_9—18
Yo = =55 L
Abschnitt auf der y-Achse:
fr(xo) = 0
2
= 0 . 5
$0+5 | (x0+ )
-9 = 0 |+9
x5 = 9 Na
o = +3
o1 =3 o1 = —3

Nullstellen: und

Ableitungen:
Die erste Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden, da die Funktion
einen Bruch darstellt.

u(z) = 22-9 = u(v) 22
v(iz) = x+5 = JV(z) =1

o v u o'
22 - (z+5)—(2*—-9)-" 1
(z +5)?

2
(222 +10z) — (z* — 9)
(x+5)?

222 + 10z — 22 + 9
, (z +5)?

o 2"+ 10249
Fe = sy

Auch fiir die zweite Ableitung muss die Quotientenregel verwendet werden.

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

ff@) =

u(z) = 22+102+9 = J(z) = 22+10
v(x) = (z+5)? = V(z) =
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Die Unterableitung v'(z) wird mit der Kettenregel bestimmt:

gz) = 45 = ¢ =1
vig) = ¢ = V(g = 2

V'(z) = g'(z)-v'(9)
= 1-2-(x+5)
V(z) = 2-(z+5)

Hiermit kann nun die Quotientenregel angewendet werden.

[\

(22 +10) - (x+5)? — (2> + 102+ 9) - 2 (x + 5)

) =

(x4 5)4
(@ +5)- (22 4+10) - (x+5) — (22 + 10z +9) - 2)
- (x4 5)*
(22 4+10) - (z+5) = (2% + 102 +9) - 2
- (x+5)3
(202 + 102 + 102 + 50) — (202 + 20z + 18)
- TP
B 22% + 10z + 10x + 50 — 222 — 20z — 18
B 32 (x+5)3
/!
R PR E

Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

2

x5 + 10z +9

=0 (zp+5)?

(5 + 5)2 | (we +5)
2% +102p+9 = 0

QIEl/Q = —5:i:\/25—9
Z'El/g = —-5H+4
rp = —1 Tpr = —Y

Achtung! Der Wert xp; = —1 liegt nicht im Definitionsbereich, daher kann dort kein
Extrempunkt liegen. Daher muss nur zg, = —9 weiter untersucht werden.

Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung
verwendet. Ist f*"(zg2) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f*'(xgs) < 0, dann haben
wir einen Hochpunkt.

32 1
f*//(—9) = m = —5 <0 = Hochpunkt bei g2 = —9
Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir als Funktionswert der Extremstelle x .
(=92 -9 T2

Hochpunkt: H(—9| — 18)
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Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f*”(:I;W) — 0
32
32 =0

Dies ist eine falsche Aussage. Da sie immer falsch ist, gibt es keine Kandidaten fiir
Wendepunkte.

Bestimmung der Asymptote:

(22 —9) : (z45) = z—5+ 2%
—(z*  +5z)
—oT -9
— (=5x —25)
16

Asymptotengleichung: |a(z) =z — 5
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5.19 Aufgabe 19
flx)=a2"—82" -9
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

onf(0)=04—8-02—9:—9

y-Achsenabschnitt: yo = —9

f(xo) =0

rg—8r2—9 = 0

Dies ist eine Biquadratische Gleichung. Zur Losung substituiere ich:
T2 =2
Eingesetzt erhalten wir eine Quadratische Gleichung mit der Hilfsvariablen z.

22—82—-9 = 0

2’1/2 = 4:|:\/16+9
21/2 = 445
21:9 22:—].

Jetzt kann zuriick substituiert werden. Zu jedem z-Wert gibt es grundsétzlich zwei -
Werte. Beginnen wir mit z;.

zZ1 = 9
x(2)1/02 =9 Va
Tor =3 Tz = —3
Das gleiche machen wir mit z,.
21 = —1
x33/04 = —1 Va

x§3/04 = +v-1

Da keine (reelle) Wurzel aus einer negativen Zahl existiert, bleibt es bei den beiden
zuerst gefundenen Nullstellen.

Nullstellen: zg; =3 292 = —3
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Bestimmung der Extrema:
Zunichst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = 2t —8z2*—-9
f(x) = 42% — 162
f(x) = 122 —16
f"(x) = 24x

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

flag) =0
4x% — 16z = 0
drp-(r4—4) = 0
Ein Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist. Beide Faktoren konnen daher einzeln
untersucht werden.

drg = 0 |: 4
g1 — 0
2 -4 = 0 |+4
3 = 4 Na
Tpo = 2 Tpy = —2

Wir haben drei Kandidaten fiir Extrempunkte erhalten, die jetzt einzeln gepriift werden
miissen. Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite
Ableitung verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann
haben wir einen Hochpunkt.

Priifung fiir xg; = 0:

f"(0)=12-0-16=—-16 <0 = Hochpunkt bei 2z =0
ypr = f(0)=0*—8-0* -9 = -9
Hochpunkt H (0] — 9)

Priifung fiir xgs = 2:

f"(2)=12-22~-16=32<0 = Hochpunkt bei zzy = 2
ypo = f(2) =2*—8.22 —9= 25
Tiefpunkt T3 (2| — 25)

Priifung fiir gz = —2:
f'(=2)=12-(-2)*-16=32<0 = Hochpunkt bei rp3 = —2
yes = f(=2) = (=)'~ 8- (-2)° -9 = =25
Tiefpunkt T5(—2| — 25)
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Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich

Null ist.
f”<IW) _

121’12,‘, —16 =
) 4

Ty 3—

2
Ty =

4
Twi/2 = + §

2
Tw = —=~ 1,155 Two = ——=~ —1,155
w1 73 w2 73

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f”'(zy ) # 0.

|
Wik © oo
_l_

Priifung fiir vy = \%:

2 2 2
"l—=)=24-—==2771#0 = Wendepunkt bei zy = —
! (\/3) V3 7 g BRIV

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
rw1 in die Grundfunktion f.

2 \* 2\ 2 16 32 16
wi= s = () 5 () =553

Wendepunkt: W, (\/lg| — 13_6)

Priifung fiir xy- = —

S

2 -2 2
" ——=]=24-—=~-2771#0 = Wendepunkt bei zyy = ———
g (—\/3) V3 7 Y RERVE

Den zugehorigen y-Wert bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen von
ZTwe in die Grundfunktion f.

2 \* 2 \? 16 32 16

Wendepunkt: Ws <_%| — L;’)
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5.20 Aufgabe 20
f(z) =2* — 32° — 62

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yozf(o):03—3'02—6-020

y-Achsenabschnitt: yy = 0

zy — 3xf — 619 0
r-(28—310—6) = 0 = 29 =0
25 —319—6 = 0
3 /9
1'02/3 = 5:*: Z+6
3 9 24
R Ry
3 33
To2/3 = Ei 1
3 V33
s = gty
To2/3 = 1,5i2,872

Too ~ —1,372 Toz ~ 47372

Nullstellen: xg; =0 xgo = —1,372 x93 =~ 4,372

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = 2% 32— 62
fl(x) = 32 —6x—6
f"(x) = 6x—6
f@) = 6

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.
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fllep) = 0
325 —6xp—6 = 0 |:3
13— 215 —2 = 0
Tgip = 1EV1+2
rp = 14+V3~2732
Tpy = 1—V3a-0,732
Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung

verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f(xg) = 6-(1+vV3)—6=+v3>0 = Tiefpunkt
fem) = 6-(1—vV3)—6=—-v3<0 = Hochpunkt

Die zugehérigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen xp; und
TE2.

ym = flep)=1+V3)>=3-(1+V3)*—6-(1+V3)~ 18,392

ypa = flzp)=(1—-vV3)P?=3-(1-+v3)?=6-(1 -V3)~2,392

Tiefpunkt: 7°(2,732| — 18,392)  Hochpunkt: H(—0,732|2,392)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f(xw) = 0

6r,—6 = 0 |+6
6r, = 6 |:6
Ty = 1

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu ei-
nem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f"”(z,,) # 0. Da iiberall f"”(z) = 6 ist, ist
dies natiirlich auch fiir z,, = 1 gegeben. = Bei z,, = 1 liegt ein Wendepunkt vor.

Den zugehorigen y-Wert y,, bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen
VOI Ty

Yo = f(1,) =1 -3-12-6-1= -8

Wendepunkt: W (1| — 8)
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5.21 Aufgabe 21
f(z) = 0,52 — 4,52% + 7,5z

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=05-0°-45-02°4+75-0=0

y-Achsenabschnitt: yy = 0

flzo) = 0
0,575 — 4,525 + 75z = 0 |2
xd — 922 4+ 15190 = 0 [|xo ausklammern
To- (12 =910+ 15) = 0 = 25 =0
x5 —9z9+15 = 0
9 81
= 441
Zo2/3 5 1 5
9 81 60
= 24/ ==
L02/3 B 1 1
_ 9 VA
To2/3 = B 9
9 V21
= —+ —=x6,791
Zo2 5 + 5 )
9 V21
= VYT N9
Zo3 5 9 ,209

Nullstellen: g1 =0 292 = 6,791 x93 =~ 2,209

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

f(z) = 052° — 4,50 + 752z
fl(x) = 152> —92+7,5
f"(z) = 3x-9

@) =

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.
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flleg) =0
1,50% —92p+75 = 0 |:1,5

15 —6rg+5 = 0

Tgp = 3+£V9-5

Tpip = 3+2
g1 = D
Ty = 1
Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung

verwendet. Ist f”(zg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(zg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f"(zg) = 3:5—9=6>0 = Tiefpunkt

f"(xm) = 3:-1-9=-6<0 = Hochpunkt
Die zugehorigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen x5, und
TE2.

ypi = f(zg)=05-5"—45-5°+75-5=-125

ype = [f(rm)=05-1"-45-1"475-1=35

Tiefpunkt: T'(5| — 12,5)  Hochpunkt: H(1]3,5)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

fzw) = 0

37, -9 = 0 |+9
3r, = 9 |:3
Tw = 3

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu ei-
nem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f"”(z,,) # 0. Da iiberall f"”(x) = 3 ist, ist
dies natiirlich auch fiir z,, = 3 gegeben. = Bei z,, = 3 liegt ein Wendepunkt vor.

Den zugehorigen y-Wert y,, bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen
VON Ty,

Yo = f(zw) =053 —45.3°+75.3=—45

Wendepunkt: W (3| — 4,5)

108



5.22 Aufgabe 22
flx) =2 —2*-5x+5

Definitionsbereich:
Keine Einschrankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

Yo=f(0)=0*-0"-5-0+5=5

y-Achsenabschnitt: yg = 5

f(xo) = 0

Ty — 22 —510+5 = 0

Durch planvolles Raten gefunden: z¢p; = 1
Weitere Losungen finden wir durch Ausklammern von (x — z). Dazu fithren wir eine
Polynomdivision durch.

R =5z 45) :(z—1) = 22-5
—(2® —a?)
(=5x +5)
—(=5x +5)
0

Die weiteren Nullstellen finden wir, indem wir den gefundenen Term gleich Null setzen.

-5 =
=5
To2/03 = jI\/g

o = +V5 o3 = —V5
Lo ~ +2,236 oz ~ —2,236

Nullstellen: g1 =0 22 =5 zo3 = —V5

Ableitungen:
Da die Ableitungen sehr einfach zu bestimmen sind, kann ich sie sofort hinschreiben.
flz) = 2°—2> 5245
f'(x) 32° —2x -5
f'(x) = 6x—2
@) = 6
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Extrema:

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung

dort gleich Null ist.

fllzg) = 0
323, —2r5—5 = 0 |:3
2 5
2
— .= =0
YET3TET g
_ 1 2+5
Tpi/2 — 3 3 3
1 1 15
= — 44/ 4=
3 579
1
_ 1, /8
3 9
1 4
= 4=
373
_1+4 1 4
$E1—3 3 IEQ—S 3
5
TEL= 3 Tpy = —1

Mit Hilfe der zweiten Ableitung untersuche ich, ob ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

[ (wp)

(0
|

f”(iﬁEz)
f'(=1)
(=1

6IE1 -2
)

6-——2
3

5
+8 = Tiefpunkt bei zp = 3

GZCEQ -2
6-(—1)—2
—8 = Hochpunkt bei xpgy = —1

Zur Angabe der Punkte benétige ich noch die zugehorigen y-Werte.

5\ /5)\° 5
yp = f(zp1) = 2%y — a3 — bap +5 = (—) —(—) —-5--+5=

3 3 3

40
—— ~ —1,481
27 ’

Yo = f(xpe) = x%Q — x2E2 —bxpy +5 = (—1)3 — (—1)2 —5-(-1)4+5=8

Hoch- und Tiefpunkte:

und

H(—1|8)
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Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f(zw) = 0
61, —2 = 0 |+2
6r, = 2 |:6

1

Ty = =

3

Liegt wirklich bei z,, = % ein Wendepunkt? Die Priifung mit der dritten Ableitung
ist denkbar einfach. Da f”(z) = 6 ist, also iiberall f”(z) # 0 ist, ist natiirlich auch
" (%) =6 # 0. Also liegt tatséchlich ein Wendepunkt vor. Es muss dann nur noch der
zugehorige y-Wert bestimmt werden.

1\? 1\? 1 88
3 2
w=flze) =125 -2 — 51, +5=(=) — (=) =5 -=+5=— ~3259
y flzy) =z, — x2, T (3) () 3 57

Wendepunkt: | W (5|52)
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5.23 Aufgabe 23
f(z) =22 + 122° + 162 — 30

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=2-0>=12-0>+16-0 — 30 = —30

y-Achsenabschnitt: yo = —30

f(zo) = 0
2x) + 1223 + 1629 — 30 = 0

Durch planvolles Raten gefunden: z¢; = 1
Weitere Losungen finden wir durch Ausklammern von (x — xg). Dazu fithren wir eine
Polynomdivision durch.

(22°  +122% 416z —30) :(x—1) = 2%+ 14z + 30

—(223 —22?)
(142 +16z —30)
—(142* —14x)
(302 —30)
—(30z —30)
0

Die weiteren Nullstellen finden wir, indem wir den gefundenen Term gleich Null setzen.

21+ 14z +30 = 0 |:2
x5+ Trg+15 =

7 7\°
1'01/2 = —52*: (5) —15
I
2 4 4
7 11
Torj2 = _§:l: vy

Da aus einer negativen Zahl keine Wurzel gezogen werden kann, hat die Funktion keine
weiteren Nullstellen.

Nullstelle: z¢9 =1
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Ableitungen:

Da die Ableitungen sehr einfach zu bestimmen sind, kann ich sie sofort hinschreiben.

= 2%+ 1222 + 162 — 30

f(x)

f(x) = 6%+ 24z + 16
f"(x) = 12z+24
Mz = 12

Extrema:

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung

dort gleich Null ist.

f'(zp)
623 + 24z + 16
8
%+ 4rg + 3
TE1/2
TE1/2

2
Tl = -2 — %
Tp1 ~ —3,1547

0 |:6
0
—94 _8
3
12
—9+ 2_8
3 3
4
—9 44 /=
3
2+ 2
V3
—9 41,1547
2
$E2:—2+%

Tpo ~ —0,8453

Mit Hilfe der zweiten Ableitung untersuche ich, ob ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

f”(l‘El) = 121‘E1 + 24
2
= 12-(-2—— | +24
(- %)
24
= 24— —+24
V3
f(zE1) 2 <0 = Hochpunkt bei 2 2
x = —— un el rp] = —2— —
E1l \/§ p E1 \/§
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f”<LL'E2) = 12$E2+24

2
= 12-(-2+-=)+2
( \/§>

24
= 24124
V3
f(xp) = +% >0 = Tiefpunkt bei zpy = —2 + 2
V3 V3

Zur Angabe der Punkte benotige ich noch die zugehorigen y-Werte. Da diese nur fiir die
Skizze notwerdig sind, reicht hier die Bestimmung als N&herung aus.

yer = f(rm)

= 213, + 122%, + 1675 — 30

~ 2 (—3,1547)% 412 - (—3,1547)% + 16 - (—3,1547) — 30
Yym ~ —23,842

Yg2 = f(fBE2)

= 213, + 122%, + 16150 — 30
2-(—0,8453)% 412 - (—0,8453)? + 16 - (—0,8453) — 30
—36,158

Q

Q

YE2

Hoch- und Tiefpunkte: | H(—3,1547| — 23,842) | und | 7'(—0,8453| — 36,158)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f'(@e) = 0
120, +24 = 0 |—24
122, = —24 |:12
Ty = 0—2

Liegt wirklich bei z,, = —2 ein Wendepunkt? Die Priifung mit der dritten Ableitung
ist denkbar einfach. Da f”(x) = 12 ist, also iiberall f”(x) # 0 ist, ist natiirlich auch
f"(=2) = 12 # 0. Also liegt tatséchlich ein Wendepunkt vor. Es muss dann nur noch
der zugehorige y-Wert bestimmt werden.

Yo = f(T0) = 22° +122% + 162 — 30 =2 - (=2)* + 12+ (=2)* + 16 - (=2) — 30 = —30
Wendepunkt: | W(—2| — 30)
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5.24 Aufgabe 24
f(z) = —052" — 32 + 3,5

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

Yo = f(0)=—-0,5-0"—3-0>+35=35

y-Achsenabschnitt: yo = 3,5

f(zo) = 0
—0,525 — 325 +3,5 = 0

Diese Gleichung stellt eine Biquadratische Gleichung dar. Eine Biquadratische Glei-
chung 16st man duch Substitution. Man ersetzt z2 durch einen anderen Buchstaben,
beispielsweise durch z. So wird aus der Gleichung;:

0,575 — 312 + 3,5 =0
mit Hilfe der Substitution 23 = z die Gleichung:
—0,52> —32+35=0

Das ist nun eine einfache Quadratische Gleichung, die mit Hilfe der p-g-Formel gelost
werden kann:

—0522—32+35 = 0 |:(-05)
2 +62-7 = 0
212 = —3+V9+7
= —344

21:1 22:—7

Jetzt macht man die Substitution wieder riickgéingig, man setzt also fiir 2z wieder z2 ein.
Beginnen wir mit z;:

z1 = 1
2 o= 1
Toie = +v/1
zrop =1 To2 = —1
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Es folgt zs:

Z2:—7
vy = -7

Tozy = VT

Da aus einer negativen Zahl keine Wurzel gezogen werden kann, gibt es keine weiteren
Losungen. Es bleibt also bei den beiden gefundenen Werten.

Nullstellen: 291 =1 und zgp = —1
Ableitungen:
Da die Ableitungen sehr einfach zu bestimmen sind, kann ich sie sofort hinschreiben.
f(z) —0,52" — 32* + 3,5

fl(r) = —22°—6x

f"(z) = —62*—6

f(x) = —12z
Extrema:

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

fllag) = 0
—27% —6xp = 0
rg - (—22% — 6)
Bekanntlich ist ein Produkt Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Damit erhalten

wir sofort die erste Losung:
Tp1 = 0

Die anderen Losungen bekommen wir iiber den Faktor (—2x% — 6).
2% —6 = 0 |:(=2)
r5+3 = 0 |—3
T3 = -3
Da eine Quadratzahl nicht negativ sein kann, gibt es keine weiteren Nullstellen. Un-

ser einziger Kandidat fiir Extrema ist also g = 0. Mit Hilfe der zweiten Ableitung
untersuche ich, ob ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

f"(rg)=-6-0°—-6=—-6<0 = Hochpunkt
yp = f(ep) = f(0) = —=0,5-0"—3-0°+3,5=35

Hochpunkt: | H(0|3,5)
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Bestimmung der Wendepunkte:

Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f//(xw) =0
—622 -6 = 0 |:(—6)
22 +1 = 0 |—1

2 _
x, = —1

Da eine Quadratzahl nicht negativ sein kann, hat diese Gleichung keine Losung.

Keine Wendepunkte!
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5.25 Aufgabe 25
f(z) = —2° + 52° + 20z

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

yo=f(0)=—-0"+5-0*+20-0=0

y-Achsenabschnitt: yy = 0

—xg +5xg +20z9 = 0
zo - (g + 525 +20) = 0

Bekanntlich ist ein Produkt Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Daraus ergibt sich
direkt die erste Losung fiir den ersten Faktor:

Lol = 0
Die anderen Nullstellen ergeben sich aus dem zweiten Faktor.
—25 + 522 +20=0

Diese Gleichung stellt eine Biquadratische Gleichung dar. Eine Biquadratische Glei-
chung 16st man duch Substitution. Man ersetzt z3 durch einen anderen Buchstaben,
beispielsweise durch z. So wird aus dieser Gleichung mit Hilfe der Substitution 23 = =z
die Gleichung:

—2*4+524+20=0

Das ist nun eine einfache Quadratische Gleichung, die mit Hilfe der p-¢-Formel gelost
werden kann:

—22+52+20 0 |-(=1)
22— 52-20 0

5 25 80
= — 44/ =4+ =
#172 2 TR

5 105

= — 44—

Z1/2 9 1
212~ 2,545,123

2~ 7,623 20~ —2,623
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Nun kann zuriickeingesetzt werden. Dabei entféllt die Losung fiir zo, da aus einer nega-
tiven Zahl keine reelle Wurzel gezogen werden kann.

lL‘g:Zl

x% ~ 7,623
Lo ~ 2,761 To3 ~ —2,761

Nullstellen:  zg; = 0, xg2 =~ 2,761 und o3 ~ —2,761

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flz) = —2°+52°+ 202
fl(z) = —5x* + 152 + 20
f"(r) = —202°+ 302
f"(x) = —602%+ 30

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.

fzp) = 0
—5rh +152% +20 = 0 |:(=5)
Ty =315 —4 = 0

Diese Biquadratische Gleichung wird durch Substitution geltst. Ich ersetze:
Tr =2

Damit erhalte ich eine Quadratische Gleichung, die mit der p-g-Formel gel6st werden
kann.

22-32—-4 = 0
3 9 16
ar = gty
3 5
21/2 = 5:*:5
21:4 22:—1

Zu beiden Losungen von z gibt es im Prinzip jeweils 2 Losungen fiir zg. Da jedoch 2 < 0
ist, entfallen die dazugehorigen Losungen. Aus z; = 4 folgt:

o= 4|
Tpip = *2

£IZ’E1:2 SL‘EQZ—2

119



Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung

verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f"(xp) = —20-23+30-2=-100<0 =  Hochpunkt bei g = 2
f"(xge) = —20-(=2)+30-(—2) =100 >0 = Tiefpunkt bei rpy = —2

Die zugehdrigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen xg; und
TE2.

ypr = flwp) =—2°+5-2°4+20-2=48

ype = f(xm) =—(-2)"+5-(=2)>+20-(-2) = —48

Hochpunkt: H(2]48) Tiefpunkt: T'(—2| — 48)

Bestimmung der Wendepunkte:

Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f//(xw) O
—2022 + 30z, = 0 |:(—20)
3
xi—ﬁww = 0

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Aus dem ersten Faktor folgt
sofort:

Tyl — 0
Ist der zweite Faktor Null, ergibt sich:
3 3
2
—_Z2 = 2
2 = 3 va
v 2

3 1 3 1
2 \/; 2\/_ fws 2 2\/_

Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundenen Stellen tatséchlich zu
einem Wendepunkt gehéren. Dazu muss gelten: f”(x,,) # 0. Hierbei darf natiirlich
auf keinen Fall mit der Niherung gerechnet werden, da diese Priifung dann
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nicht mehr funktioniert!

f"(xw1) = —60-024+30=30+#0 =  Wendepunkt bei z,, =0
2
1 1
" (xw) = —60- <§\/6> +30=—-60#0 = Wendepunkt bei x5 = 5\/6
1\’ |
["(xws) = —60- <—§\/6) +30=-60#0 = Wendepunkt bei z,3 = —5\/6

Die zugehorigen y-Werte bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen
VO Ty

Yor = f(Tw1)=—-0"4+5-0°4+20-0=0

Yo = [(Tu2)=— (%VE) +5- (%\@) +20 - (%VE)

9
= (—§+15+10>-¢6

101
= 5 Vo

~ 30,9248

(3 o (2] v ()

101
L

—30,9248

Q

Wendepunkte: 1;(0]0) W (36 | 12 - V/6) Ws (—1v6 | =12 . /6)
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5.26 Aufgabe 26
f(z) =2® — 92° + 242 — 16

Definitionsbereich:
Keine Einschréankungen durch Wurzeln oder Briiche vorhanden, daher:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

Yo=f(0)=0"—-9-0°4+24-0—16 = —16

y-Achsenabschnitt: yo = —16

Da der Funktionsterm ein Polynom 3. Grades ist, sollte man die erste Nullstelle durch
planvolles Raten ermitteln. Falls es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind sie Teiler
des absoluten Gliedes. Als Teiler von —16 kommen die Zahlen 1, —1, 2, —2, 4, —4,
8, —8, 16 und —16 infrage. Schon der erste Versuch klappt, die erste Nullstelle liegt bei
o1 = 1. Man kann eine Polynomdivision durchfiihren.

(2 =92 424z —-16) : (z—1) = 22-8r+16
@ —a?)
—8z% 424z —16

— (—8x*  +8z)
16z —16
— 16z —16
(

0
Die weiteren Nullstellen miissen dann im Ergebnisterm stecken.

> —8x+16 = 0
To2/3 = 44++/16 — 16

Toy = 4

Nullstellen: zg; =1 zgpe =4

Bestimmung der Extrema:
Zunéchst bestimmen wir alle Ableitungen, die man eventuell braucht.

flx) = 2% — 92 + 242 — 16
fl(x) = 32* —18x+24
f"(x) = 6x—18
) = 6

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums ist, dass die erste Ableitung
dort gleich Null ist.
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flzg) = 0
322 —18xp +24 = 0 |:3
15 —6rp+8 = 0
Tpip = 3+£v9-8
Tpip = 3%1
rp =4 Tpa =2
Zur Priifung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, wird die zweite Ableitung

verwendet. Ist f”(xg) > 0, dann liegt ein Tiefpunkt vor, ist f”’(xg) < 0, dann haben wir
einen Hochpunkt.

f"(rp1) = 6-4—18=6>0 = Tiefpunkt
f"(xg2) = 6-2—18=-6<0 = Hochpunkt
Die zugehorigen y-Werte bestimmen wir als Funktionswerte der Extremstellen x5, und
TE2.
ypr = flrp)=4>—-9-42+24-4-16=0
Yype = frp)=2"—-9-22+24.-2-16=4

Tiefpunkt: 7'(4|0)  Hochpunkt: H(2]4)

Bestimmung der Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist, dass die zweite Ableitung dort gleich
Null ist.

f'(@e) = 0
6z, —18 = 0 |+ 18
6xr, = 18 |:6
Ty = 3
Mit der dritten Ableitung kénnen wir priifen, ob die gefundene Stelle tatséchlich zu ei-

nem Wendepunkt gehort. Dazu muss gelten: f"”(x,,) # 0. Da iiberall f"”(x) = 6 ist, ist
dies natiirlich auch fiir z,, = 3 gegeben. = Bei z,, = 3 liegt ein Wendepunkt vor.

Den zugehorigen y-Wert y,, bestimmen wir mit der Funktionsgleichung durch Einsetzen
VON Ty.
Yo = flzy) =3"—9-3°4+24-3-16=2

Wendepunkt: W (3|2)
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5.27 Aufgabe 27

22 4+2r+1
f<x>_:c2+2:c+4

Definitionsbereichsbestimmung:
Einschréankungen im Definitionsbereich gibt es dort, wo der Nenner gleich Null ist.

224+2r+4 = 0
Tip = —1EV1-4
1‘1/2 = —1:i:\/—3

Es gibt keine (reellen) Nullstellen des Nenners, also ist:

Bestimmung der Achsenabschnitte:

024+2.041 1
wo=FO) =G 0r1 1

Abschnitt auf der y-Achse: |yo = 5

flzo) = 0
T3+ 2w + 1
x3 + 2x9 + 4
x5 +2x0+1 = 0
~1+v1-1

I():—l

= 0 |- (2 +2w+4)

L01/02

Nullstelle:
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Ableitungen:

u/ v u ’Ul
A\

-~

—— 2 " N N A —N—
(2x+2)(x*+2x+4)— (2" +2x + 1) (2z + 2)

/
f(ﬁ) - (:132+2:L‘+4)2
\_Zg_/
 (22° 4+ 42° 4+ 8x + 227 + 4w + 8) — (20° 4 227 4 42?4+ 4w + 22 + 2)
N (22 + 22 4 4)
(2% 4+ 62° + 122 + 8) — (22° 4 627 4 62 + 2)
a (22 + 2z + 4)°
- 223 + 622 + 127 + 8 — 22 — 622 — 62 — 2
N (22 4 22 + 4)°
flz) = 6x + 6

(22 4 22 + 4)°

Tipp: Man sollte den Nenner in der ersten Ableitung nicht ausmultiplizieren,
auch wenn dadurch die Ableitung des Nenners auf den ersten Blick einfacher
erscheint. Man kann dann ndmlich nicht mehr erkennen, dass in der zweiten
Ableitung im Zihler der urspriingliche Nennerterm ausgeklammert werden
kann, so dass man dadurch kiirzen kann.

’ v m v’

//6\- (z° + 2z + 4)2 — (6x + 6) 5(220 +2)(2? + 27 + 43
(:172 + 22 + 4)4
\T/
_ (22 + 22+ 4) - [6(2? + 22 + 4) —42(6:1: +6)(2z + 2)] kiirzen duch (% — 1)
(2 +2x 4+ 4)
62% + 122 + 24 — (2422 + 24z + 24z + 24)
(22 4 22 + 4)°
622 + 121 + 24 — 242 — 24z — 24x — 24
(22 + 22 4 4)°
—182? — 36z
(22 + 2z + 4)°

fz) =
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Extremwertbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Hoch-/Tief-/Sattelpunkt ist, dass die erste Ableitung
gleich Null ist.

flleg) =0
6 6
Tp+ s =0 “(17?;+21:E+4)2
(22 4 2z + 4)
6rr+6 = 0 |—6
6rg = —6 |:6

QZE:—l

Damit haben wir einen Kanditaten fiir einen Hoch-/Tief- /Sattelpunkt gefunden. Was
genau vorliegt, kann man am einfachsten mit der zweiten Ableitung klédren, die wir ja
sowieso schon bestimmt haben.

—1822 — 362

(22 + 2z + 4)°

—18 - (=1)2 =36 - (1)
((—1)2+2-(=1) +4)°
—18 436

(1—-2+4)°

18

27

2
f'(=1) = +3 > 0 = Tiefpunkt bei xp = —1

f'x) =

f=1) =

Y =

|~ %
e
NS Rre
T4+
ool
—
|
—_
~—
+
—_

OhR|lor|r

Tiefpunkt bei: [ T'(—1/0)
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Wendepunktbestimmung:
Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunktpunkt ist, dass die zweite Ableitung gleich
Null ist.

) = —182% — 36z
(22 4 22 4 4)°

—1822% — 36z,
(22, 4 22, + 4)°
—1822 — 36z, = 0

Ty (—18z, —36) = 0

= 0 |- (22 + 2z, +4)°

Bekanntlich ist ein Produkt genau dann Null wenn einer der Faktoren Null ist.

Damit erhalten wir
Tp,=0 V —18z,—36=0

Damit ist der erste Kandidat fiir einen Wendepunkt x,; = 0 bereits bekannt. Den
zweiten bestimme ich aus dem zweiten Term.

182, —36 = 0 |+36
—18245 = 36 |:(—18)

Tw2 — -2

Zur Untersuchung, ob tatséchlich — wie vermutet — ein Wendepunkt bei z,,; = 0 bzw. bei
T = —2 vorliegt, gibt es zwei mogliche Methoden. Die eine Methode erfordert die dritte
Ableitung. Da diese etwas ldstig zu bestimmen ist, verwende ich die andere Methode.
Dazu muss ich einen Punkt links und einen Punkt rechts vom vermuteten Wendepunkt
aud die zweite Ableitung untersuchen. Dabei darf man natiirlich nicht weiter gehen, als
bis zur ndchsten Nullstelle von f”(z) oder Polstelle von f(x). Habe ich links und rechts
von x,, unterschiedliches Vorzeichen bei f”(x), dann ist der Wendepunkt nachgewiesen.

( o)) = —18-(—1)2—36-(—13) _ +% \
((_9%‘1;212 (__?}()3 .+14) 354 = Wendepunkt bei x,; =0
\ S = (12+2-1+47° 343
[ preg = =8 '2<_3)2 0 —% |
) (—(IE?) ("'_'12)2 (__?i)’% "F(f)m 9 =  Wendepunkt bei x,, = —2
VT ey T
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Jetzt fehlen nur noch die zugehorigen y-Werte.

_ pay = G201
Yuw1l = xw1—02+20+4—4

- (2242 (-2)+1 1
Yuw2 = [(Tuw2) = (=2)24+2-(=2)+4 4

Wendepunkte bei: | W; (0]0,25) | und | W (—2]0,25)

Bestimmung der Asymptote:

(2?2 42z +1) : (@®*+2x+4) = 1-— m
—(x* 42z +4)
-3

Asymptotengleichung: |a(z) = 1
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Weitere Aufgaben folgen spiter
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