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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann wiirde ich mich dennoch sehr iiber eine kleine Spende auf das nachfolgende
Konto freuen:

Kontoinhaber: Wolfgang Kippels
IBAN: DE86 2004 11550636 3436 00
BIC: COBADEHDO055

bei der comdirect-Bank

Auch ein einzelner Euro hilft mir bei der Erfiillung meiner Traume. Bitte geben Sie als
Verwendungszweck den Titel der Datei an, dann weif3 ich, welche Datei Ihnen geholfen
hat.

Vielen Dank!



2 Das unbestimmte Integral

Am Beispiel eines Polynoms wollen wir das sogenannte unbestimmte Integral herlei-
ten. Gegeben sei die Funktion f(z) sowie deren Ableitung f'(z).

flz) = a-2"

flx) = a-n-a2™!

Nun stellen wir uns vor, wir kennen nur f’(z) und fragen uns, von welcher Funktion diese
Funktion f'(x) als Ableitung abstammen koénnte. Man nennt diese gesuchte Funktion
daher auch Stammfunktion. Wenn die gegebene Funktion nicht f'(x), sondern f(x) heifit,
dann verwendet man fiir die Stammfunktion die Bezeichnung F(z). Damit ist dann:

f(x) = F'(x)

Kommen wir zuriick zum Beispiel. Wenn wir zur Funktion f(z) = a - n - 2"! die Stamm-
funktion F(z) suchen, dann kénnte die Losung lauten: F(x) = a - 2™
Moglich sind aber auch noch nachfolgende Stammfunktionen:

Fi(x) = a-2"+3
Fy(x) a-x"+7
F3(x) = a-2"—19

Da beim Ableiten immer die Konstante (als Summand) wegfillt, ergdbe sich beim Ab-

leiten stets:
F'(z)=f(x)=a-n-2""

Allgemein kann man daher sagen, die Stammfunktion zu f(z) lautet:
f@)=a-n-2"' = F(@)=a-2"+c

Hierbei ist ¢ eine Konstante, die eine beliebige reelle Zahl sein kann.

Kommen wir nun zur Festlegung einiger Begriffe.

Die Umkehrung des Differenzierens nennt man Integrieren. Da fiir das Differenzieren
auch der deutsche Begriff Ableiten verwendet wird, kann man umgekehrt zum Integrie-
ren auch Awufleiten sagen. Dieser Begriff ist zwar nicht allgemein {iblich, driickt aber
meines Erachtens anschaulich gut die Umkehrung des Ableitens aus. Die Stammfunk-
tion zu einer Funktion f(x) heifit unbestimmtes Integral von f(x). ,Unbestimmt®,
weil die Konstante ¢ ja nicht bestimmt werden kann. Hierfiir wird folgende Schreibweise
verwendet:

/f(:c) de = F(x)+c¢

Gelesen wird das als Integral von f von x dz. Die genaue Bedeutung des Kiirzels dx
soll an dieser Stelle nicht erklirt werden (es stammt vom dx aus dem Differenzenquoti-
enten ab, das das differenziell kleine Az aus der Steigungsformel darstellt), es reicht an



dieser Stelle, wenn man wei8}, dass die Funktion vorn durch das Integralzeichen | und
hinten durch das Kiirzel dz eingeschlossen wird. In unserem Beispiel sieht das dann so
aus:

/a~n~x”1 de=a-2"+c¢
f(z) F(z)
Was bedeutet das? Es gibt zu jeder Funktion f(z) eine ganze Schar von Stammfunk-

tionen, die alle f(z) als Ableitung haben. Da nicht feststellbar ist, welche davon die
,richtige® ist, spricht man vom unbestimmten Integral.

Hier einige Grundintegrale wichtiger grundlegender Funktionen, jedoch ohne dass diese
hergeleitet werden:

1
/x"dac = — "4
n—+1
/e‘”dx = e"+¢
/sinm dr = —cosz—+c¢

/cosa:dx = sinx +c

1
/—dx = In|z|+c¢
T

Dariiber hinaus gibt es einige Integrationsregeln, von denen ich hier nur die beiden
wichtigsten angeben mochte:

/k:-f(x) de = k:-/f(x) do
/u(x)j:v(x) do = /u(m) da:j:/v(a:) dw

Weitere Integrationsregeln bzw. Integrationsmethoden finden Sie hier:
http://www.dkdek.de/lib/exe/fetch.php/int-meth.pdf

Ubungsaufgaben zum Bilden einfacher Stammfunktionen finden Sie hier:
http://www.dkdek.de/lib/exe/fetch.php /inte_un.pdf

Eine wichtige Anwendung fiir Integrale ist die Bestimmung einer krummlienig begrenz-
ten Flache. Diese wird mit dem bestimmten Integral berechnet. Um zu klédren, was
dahinter steckt, miissen wir etwas weiter ausholen und mit einem scheinbar vollig ande-
ren Problem beginnen.


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/int-meth.pdf
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/inte_un.pdf

3 Das bestimmte Integral

Die Flache A unter dem Funktions-
graphen der Funktion f(z) soll im In- y
tervall [a; b] berechnet werden. Neben-
stehend ist diese Flidche dargestellt.
Links wird sie durch 2 = a und rechts y = f(z) Ay
durch z = b begrenzt, die untere Be-
grenzung ist die Abszisse (x-Achse)

und die obere der Funktionsgraph von I\ AF
f(@). A= F(x)
Az
Gehen wir davon aus, dass die Fliche, ) T ) x
die links bei a beginnt und rechts
an der Stelle x endet (also die linke Flache unter einer Kurve

Teilflache), natiirlich vom rechten Be-

grenzungswert x abhéngt. Sie stellt also auch eine Funktion von x dar, die ich A = F(x)
nennen mochte. Man kann sich leicht vorstellen, dass die Fléache kleiner wird, wenn ich
x nach links verschiebe, oder grofier, wenn x nach rechts bewegt wird.

Betrachten wir nun den eingezeichneten Streifen mit der Breite Axz. Wir erhalten einen
kurzen Streifen mit der Hohe y und einen etwas ldngeren mit der Hohe y + Ay. Die
markierte Flache unter der Kurve in diesem Streifenbereich habe ich AF' genannt, denn
um diesen Wert wiirde ja die Flachenfunktion F'(z) anwachsen, wenn x um Az nach
rechts verschoben wird. Wie man leicht sieht, ist diese Flache AF etwas grofler, als der
kurze Rechteckstreifen und etwas kleiner, als der langere Rechteckstreifen. Das schreibe
ich als Ungleichungskette auf:

Ar-y < AF <Ax-(y+ Ay)
W—/ Ne—— —

kurzerStreifen langerStreifen

Ich dividiere die ganze Ungleichung durch Ax. Das ist erlaubt, denn Ax ist nicht negativ
und auch nicht Null. Ich erhalte:

< <y+A
Y N ) Y
dr

Machen wir nun den Grenzwertiibergang, dass Ax — 0 geht, dann wird ﬁ—i Zu G-, was
man bekanntlich auch Ableitung F’(z) nennt. Da mit Az — 0 auch Ay — 0 geht, laufen
der linke und der rechte Term in der Ungleichungskette aufeinander zu. Setzt man noch

fir y = f(z) ein, dann ergibt sich daraus:

dr
Fr Yy
Flr) = f(2)



Das bedeutet, dass die Ableitung der Flachenfunktion mit der Funktion, die die obere
Begrenzung der Flédche darstellt, iibereinstimmt. Macht man die Umkehrung, dann kann
man daraus schlieflen, dass die Flichenfunktion F'(z) das unbestimmte Integral der
Funktion f(z) darstellt.

A:/F’(x) dx:/f(:v) do = F(z) +c

Um nun eine konkrete Fliache berechnen zu kénnen, miissen wir das ¢ irgendwie in
den Griff bekommen. Wir wollen aus dem unbestimmten Integral ein bestimmtes
Integral machen.

An der Stelle a muss die Flidchenfunktion genau 0 ergeben. Daraus ergibt sich fiir die
Flache von a bis x:

Ala) = Fla)+c =0
und  A(a;z) = F(x)+c— (F(a)+c)

Wie man leicht erkennen kann, hebt sich das ¢ dabei genau auf. Welchen Wert man dafiir
einsetzt, ist vollig gleichgiiltig. Aus Bequemlichkeit konnen wir also auch mit ¢ = 0 weiter
rechnen. Fiir die Flidche in dem Intervall [a; b] ergibt sich damit:

A(a;b) = F(b) — F(a)

Dieser Zusammenhang wird folgendermaflen geschrieben:
b
A(a;b) = F(b) — F(a) = /f(a:) dz

b
Der Term [ f(z) dz heiit: Das bestimmte Integral von f(z) in den Grenzen von a

bis b.

Zum Schluss mochte ich noch zeigen, wo-

her die Symbole stammen. Dazu zerlege y da
ich die oben angesprochene Fliche in n A
Streifen, so dass n Rechteckstreifen unter
und n Rechteckstreifen iiber dem Funk-
tionsgraphen enden. Fiir n — oo geht
die Differenz der beiden Rechtecksum-
men gegen 0. Dann ist die Fliche der ] Yy
oberen Rechtecksumme gleich der Flache
der unteren Rechtecksumme gleich der
Fldache unter dem Funktionsgraphen. Zu- P b =
sammengefasst ist A gleich der Summe

der n Rechtecke von z = a bis z = b. Streifenzerlequng




b b
A:Zy~dx22f(x)-dx

Fiir n — oo bzw. dz — 0 werden die Rechtecke zum ,,y-Strich*; die Summe aller Recht-
b

ecke ist gleich der Summe aller y-Werte von a bis b. Das Summenzeichen > wird beim
r=a

b
Grenzwertiibergang zum Integralzeichen [, das dz bleibt erhalten.
Hier noch einmal zusammengefasst die Formel fiir die Berechnung der Flédche in den
Grenzen von a bis b:

b

Aa;b) = [ f(z) dx

a

Auch dies wollen wir uns naher ansehen.

Wir haben gesehen, dass wir die Fliache, die links durch x = a, rechts durch z = b,
unten durch die Abszisse (z-Achse) und oben durch den Graphen der Funktion f(x)

b
begrenzt ist, berechnen konnen durch den Ansatz: A = [ f(z) do. Ausgerechnet wird

das dann durch:

wobei F(z) eine beliebige Stammfunktion von f(x) ist.

Damit man die Stammfunktion und auch die Grenzen bequem hinschreiben kann, wird
noch eine weitere Schreibweise eingefiihrt. In dem Augenblick, wo die Stammfunktion
aufgeschrieben wird, verwandelt sich das Integralzeichen mit dem abschlieBenden dz in

einen Satz eckige Klammern, wobei die Grenzen an der zweiten Klammer oben und
b

unten angeschrieben werden, etwa so: [ f(z) dz = [F(2)]) = F(b) — F(a).

a

In einem Zahlenbeispiel siecht das dann so aus:

5
/3x2—4x+5dx: [2° —22° + 520 = (5~ 2.5 +5-5) — (2 —2-2245-2) = ...
2

Es folgen zwei durchgerechnete komplette Beispiele.



4 Beispielaufgaben

4.1 Beispielaufgabe 1

Berechnen Sie die Fldache, die durch den Graphen der Funktion
3 5
f(z) = yid 9z + 24

sowie die Ordinate (y-Achse) und die Abszisse (z-Achse) begrenzt ist. Fertigen Sie eine
Skizze an!

L6sung:

[\)
(@]
a

Schritt 1: Nullstellen-
bestimmung
Zunéchst miissen die Schnitt-
punkte des Funktionsgraphen
mit der Abszisse (x-Achse)
berechnet werden. Dazu wird A \
die Funktion gleich Null ge-

setzt. P, /

DO
D

{1
X

(Wi
at

=
D

O
A

flxo) = 0
3
Zx%—9x0—|—24 =0 |-

L =~

x5 —1220+32 = 0
1’01/2 = 6+ vV 36 — 32
Tor2 = 62

T =4 To2 = 8



Schritt 2: Flichenberechnung
Die Skizze zeigt, dass fiir die gesuchte Flidche die Nullstelle von Belang ist, die dichter
an der Ordinate (y-Achse) liegt, also hier x¢; = 4. Die untere Grenze ist dann die
Ordinate, die bei x = 0 liegt. Die Integrationsgrenzen sind damit 0 und 4.

Im untersuchten Bereich liegt f oberhalb der Abszisse, darum ist das Integral positiv
anzusetzen.

A = 7f(x) dz

allgem Ansatz

= / Z2?2—09r+24 dx

konkrete Funktion

4
= |:—x — —x + 24x
Stammfunktlon 0

1 1 9
= (= 43—-2.424+24-4 — 03— 2074240
4 * ) (4 T
obere Gren;; eingesetzt untere Grer:;e eingesetzt
A = 40

Die gesuchte Fléche betrégt: |A = 40 Flacheneinheiten




4.2 Beispielaufgabe 2

Gegeben sind die Funktionen mit den Funktionsgleichungen:

filz) =22 — 122+ 14 und fo(z) =272 —6

Berechnen Sie die Fliache zwischen den beiden Funktionsgraphen. Skizzieren Sie die zu

berechnende Flache!

Y
Lésung: Zunéchst miissen die Schnitt- 4
punkte der beiden Funktionsgraphen be- fi(z) Py
rechnet werden. Dazu werden die Funkti- 9 fa(x)
onsterme gleichgesetzt: \ /
1 3 4 5
2 Pl A
A

hzs) = folzs)
202 — 122, +14 = 22,—6 |—27,+6

202 — 142, +20 = 0 |:2
22— 7w, + 10 0
7 49 40
T = g E\ T
7.3
Tsi/2 = 2779
I51:2 .ISQIE)

Mit diesen beiden Schnittstellen kann nun der Ansatz fiir die Flichenberechnung gemacht

werden. Die folgende Formel kann dafiir verwendet werden:

A= T foe) - fie) dz

10



Hierbei ist zu beachten, dass

e die untere Integrationsgrenze unten ans Integralzeichen und die obere oben ans
Integralzeichen gesetzt wird.

e die untere Funktion von der oberen subtrahiert wird.
In diesem Beispiel stimmen die Indizes zuféllig schon. Wir kénnen die Werte also so

einsetzen, wie sie sind.

xo obere untere

—~— =
A = / ()~ T da

allgemeiner Ansatz

(2z — 6) — (22% — 12z + 14) dz

I
ﬂo\m

J/

~
konkrete Funktionen und Grenzen

20 — 6 — 222 + 120 — 14 dz

|
— V—

= —22% + 14z — 20 dz

2 Zusammenfassung
5
= |—Z2® 4+ 72* — 202
Stammfunktion 2
9. 53 9.93
= (- +7-52-20-5)—(— +7-22-20-2
3 3
obere Grenze eingesetzt untere Grenzen einsetzt
A =9

Die gesuchte Fléche betrégt: |A = 9 Flacheneinheiten

Ubungsaufgaben (mit Losungen) zu Flidchenberechnung mit dem Bestimmten Integral
finden Sie hier:

http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php /integrl.pdf
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http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/integr1.pdf
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