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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!

2 Einleitung

Grundlage fiir diese Ubungsaufgaben sind die Grundkenntnisse der Integralrechnung.
Einzelheiten dazu finden Sie beispielsweise hier:

http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/integral.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/integral.pdf

3 Ubungsaufgaben

3.1 Aufgabe 1

Der Graph der Funktion fi(z)=0,5(z —2)?+ 3,5 wird vom Graphen der Funktion
fo(z) = x + 3 geschnitten. Berechnen Sie die Fliche zwischen den beiden Funktionsgra-
phen!

3.2 Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktion f(z) = 2*> — z — 12. Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem
Funktionsgraphen und der z-Achse!

3.3 Aufgabe 3

Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z% + 18z + 24. Bestimmen Sie die Fliche zwischen
dem Funktionsgraphen, der z-Achse und der y-Achse!

3.4 Aufgabe 4

Der Graph der Funktion fi(x) =z —42% + 5x — 3 wird vom Graphen der Funktion
fo(x) = 22* — 4z + 1 geschnitten. Berechnen Sie die Fliche zwischen den beiden Funk-
tionsgraphen!

3.5 Aufgabe 5

Der Graph der Funktion fi(z)=2*—42%>+3 wird vom Graphen der Funktion
fo(z) = —x? + T geschnitten. Berechnen Sie die Fliiche zwischen den beiden Funktions-
graphen!

3.6 Aufgabe 6

Der Graph der Funktion fi(z)=22?—3z+3 wird vom Graphen der Funktion
f2(z) = 2% + 2 — 1 geschnitten. Berechnen Sie die Fliiche zwischen den beiden Funkti-
onsgraphen!

3.7 Aufgabe 7

Gegeben sind die Funktionen mit den Funktionsgleichungen:
fi(zx) =22 —8x+4 und fo(r) =22 —4

Berechnen Sie die Flache, die zwischen den beiden Funktionsgraphen eingeschlossen
wird!



3.8 Aufgabe 8

Ein Polynom 4. Grades hat zwei Tiefpunkte auf der z-Achse bei 77(0|0) und 75(4[0).
Der Funktionsgraph verlduft auferdem noch durch den Punkt P(2]240). Berechnen Sie
die Fliche, die zwischen den beiden Tiefpunkten von dem Graphen von f(x) und der
x-Achse eingeschlossen wird!

3.9 Aufgabe 9

Ein Polynom 3. Grades hat einen Hochpunkt bei H(0]|4) und einen Tiefpunkt bei 7°(2|0).
Berechnen Sie die Fliche, die von der positiven x-Achse, der y-Achse und dem Funkti-
onsgraphen des Polynoms eingeschlossen wird!

3.10 Aufgabe 10

Eine Parabel (Polynom 2. Grades) verlauft durch die Punkte P; (1] — 15), P»(4]/12) und
P5(5]9). Berechnen Sie die Fliache, die die z-Achse mit dem Parabelbogen als Begrenzung
bildet.

3.11 Aufgabe 11

Ein Polynom 3. Grades f(z) hat einen Wendepunkt bei x,, = 3 mit der Wendetangente
y = —6x + 22. Die y-Achse schneidet der Graph des Polynoms bei yy = —32. Berechnen
Sie die Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f(z).



4 Lésungen der Ubungsaufgaben

4.1 Aufgabe 1

Der Graph der Funktion fi(x) = 0,5(z —2)?+ 3,5 wird vom Graphen der Funktion
fa(x) = x + 3 geschnitten. Berechnen Sie die Fléche zwischen den beiden Funktions-

graphen!

Zunéchst miissen wir die Schnittstellen der beiden Funktionsgraphen bestimmen. Dies
geschieht duch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen.

filzs) falxs)
0,5(xs — 2)* + 3,5 rs + 3
0,5(2% — dxs +4) + 3,5 rg+3
0,523 — 2x5 +2+ 3,5 x5+ 3 | —2s—3
0,52% — 3xg + 2,5 0 |- 2
JT% —06zs+5 0
CL’Sl/Q 3+ V 9-5
Ts1/2 3+2
xIr = 1 To =— 5
Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt.
Skizze der gesuchten Fliche:
y
f2

;

I

NO

1) |

4

Ein Blick auf die Skizze zeigt, dass im Bereich zwischen 1 und 5 f; die obere und f;
die untere Funktion ist. Damit kénnen wir die gesuchte Fléche als bestimmtes Integral

ansetzen.



fa(a) = fi(x) d

(z+3)— (0,5(x —2)*+3,5) dz

x+3—(0,5£2—2$+2—|—3,5) dx

r+3—0,50%+22—5,5de

—0,52% + 3z — 2,5 dx

I
e T T T — s T —

Die gesuchte Flache betrdagt ca. 5,333 Flacheneinheiten.




4.2 Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktion f(r) = 2? — z — 12. Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem
Funktionsgraphen und der z-Achse!

Zunéchst miissen die Schnittstellen des Funktionsgraphen mit der x-Achse berechnet
werden.

f(zo) 0
I T 0

1 /1

IL'01/2 = 5 + Z + 12
1 /1 48

.7/'01/2 = 5 + Z + Z
1 49

Loi/2 = 2 + 1
1 7

Toi/2 = 2779

Top = —3 To2 = 4

Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt.

Skizze der gesuchten Fliche:




Der Formfaktor a = +1 ist positiv, die Parabel ist also nach oben getffnet. Deshalb muss
die Flache unterhalb der x-Achse liegen. Daher ergibt der Ansatz mit dem bestimm-
ten Integral einen negativen Wert. Wir miissen daher beim Ansatz ein Minuszeichen
einfiigen.

A= - 72/-’(1;) do

= —/ 2 _r—12dx

-3

1 1 4
= — |:§£L'3 — 5272 — 12$:| »

Die gesuchte Fléache betréagt ca. 57,167 Flacheneinheiten.




4.3 Aufgabe 3

Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z + 18z + 24. Bestimmen Sie die Fliche zwischen
dem Funktionsgraphen, der z-Achse und der y-Achse!

Zunéchst miissen die Schnittstellen des Funktionsgraphen mit der x-Achse berechnet
werden.

flzg) = 0
3v0+ 1819 +24 = 0 |:3
254+ 6x0+8 = 0
Toip = —3EV9-8
Toip = —3=E1
o1 = —4 Tog = —2
Damit sind die moglichen Integrationsgrenzen bekannt. Ein Blick auf den Funktionsgra-
phen zeigt, dass der rechte Schnittpunkt mit der z-Achse x; = —2 als untere Integrati-

onsgrenze verwendet werden muss. Die obere Grenze ist die y-Achse, also x5 = 0. Die

linke Nullstelle bei z¢g; = —4 liegt zu weit ab.
'{3

y
5
2/

Skizze der gesuchten Fliche:

)
Z

£ 10
7 / 10
\ /A .
P 1
) -3 -2 -1 i

[




Die Flache liegt oberhalb der x-Achse. Daher ergibt das bestimmte Integral einen po-
sitiven Wert, es muss also kein Minuszeichen eingefiigt werden.

A = /Of(:v)d:z:

= /3x2+18x+24 dz
-2
= [xg + 927 + 249(;} 22
= (0°+9-0°+24-0) — ((-2)>+9-(-2)>+24- (-2))
= 0—(—20)
A = 20FE

Die gesuchte Fléche betrigt 20 Flacheneinheiten.

10



4.4 Aufgabe 4

Der Graph der Funktion fi(x) =z —42% + 5x — 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(z) = 22? — 4z + 1 geschnitten. Berechnen Sie die Fliche zwischen den beiden Funk-
tionsgraphen!

Losung:

Schnittpunktberechnung: Zunichst miissen wir die Schnittstellen der beiden Funk-
tionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen.

filzs) = fa(ws)
— 422 + 51, —3 = 22 —day+1 | =222 +4dwy—1
— 62 +9z,—4 = 0
Ein analytisches Losungsverfahren fiir Kubische Gleichungen haben wir nicht zur Verfii-
gung. Wir kénnen jedoch durch planvolles Probieren eine Losung bestimmen und dann

den Funktionsterm faktorisieren. Wenn es ganzzahlige Losungen gibt, dann sind das Tei-
ler des absoluten Gliedes. Es kommt also nur +1, +2 und +4 in Frage.

Wir finden schnell die Losung x,, = 1. Mit Hilfe der Polynomdivision[] koénnen wir
(xs — 1) ausklammern.

x? — 6x) + 9z — 4 = (2 —Sag +4) - (v, — 1)

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wir miissen also fiir weitere
Nullstellen nur noch den ersten Term untersuchen.

12 —brs+4 = 0
5 125
Ts2/3 = §:t Z—4
5) 25 16
s = o EN T T
5) 9
Ts2/3 = §i 4_1
5 3
Tsaj3 = §i§
ZIJSQZ]. .7333:4

!Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf

11


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf

Bei x = 1 liegt eine doppelte Nullstelle vor, wir haben also tatsdchlich nur zwei ge-
meinsame Punkte der beiden Funktionsgraphen. Damit sind die Integrationsgrenzen als

21 = 1 und x5 = 4 bekannt.

Werfen wir einen Blick auf die Funktionsgraphen, dann kénnen wir sehen, dass in diesem
Bereich der Graph der Funktion f5 oberhalb des Graphen der Funktion f; liegt. Damit
konnen wir das bestimmte Integral zur Flichenberechnung mit fo(z) — fi(x) ansetzen.

Skizze der gesuchten Flache:

y A
/"
\ 5 f2/
A ) i
> /
I)/Pl_ 4‘5’/ | X
A
Ve

12



Flachenberechnung:

A

H\% H\%

/4f2(93) — filz) dz

(2x2—4x+1)—(:1:3—4x2+5x—3) dz

2002 — 4o +1— 2> +42% — 5x + 3 dx

4
/—x3+6x2—9x—|—4dx

Die gesuchte Flache betriagt 6,75 Flacheneinheiten.

13



4.5 Aufgabe 5

Der Graph der Funktion fi(z)=2*—42%>+3 wird vom Graphen der Funktion
fo(x) = —2* + T geschnitten. Berechnen Sie die Fliche zwischen den beiden Funktions-
graphen!

Losung:

Schnittpunktbestimmung: Zunichst miissen wir die Schnittstellen der beiden Funk-
tionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen.

fl(xS) = f2($s)
vt =42 +3 = P47 | +a2P -7
=322 -4 = 0

Diese Biquadratische Gleichungf]16st man durch Substitution. Wir ersetzen voriiber-
gehend:

ZL’ZIZ

Dadurch erhalten wir eine Quadratische Gleichung mit z.

2 -32-4 =0
212 = ; + g
21—2:4 22——3:—1
Beim Zuriick-Substituieren entfillt die Losung fiir zo = —1, da die Quadratzahl einer

Reellen Zahl nicht negativ sein kann. Fiihren wir das also fiir z; durch.

2

X = 21
= 4 |/
$1/2 = 42
Ir1 = -2 To = 2

Zwischen diesen beiden Werten liegt also die zu bestimmende Flache.

2Einzelheiten zu Biquadratischen Gleichungen siehe beispielsweise hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/nullst.pdf

14


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/nullst.pdf

Skizze der gesuchten Fliche:

Flachenberechnung: Aus der Skizze erkennt man, dass die Fliche unten von f;
und oben von f5 begrenzt wird. Entsprechend ergibt sich folgender Ansatz:

A:/Ja

2
/ x+7 x—4x2—|—3) dx
2o

2
/—x +7 -2t + 422 -3 dx
2o

2

= /—x4+3x2+4dx
—2
[ es]
= |—=2"+2° +4x
D —2

— <_%.25+23+4~2>—(—é-(—2)5+(—2)3+4'(—2)>
= (~6,4+8+8)— (6,4—8—8)
A = 192FE

Die Fliache betrigt A = 19,2 Flidcheneinheiten

15



4.6 Aufgabe 6

Der Graph der Funktion fi(z)=22?—3z+3 wird vom Graphen der Funktion
f2(z) = 2% + 22 — 1 geschnitten. Berechnen Sie die Fliiche zwischen den beiden Funkti-
onsgraphen!

L6sung:
Skizze der gesuchten Flache:

y /
2

=
J

P,

NO
D

[
(@
D\

[
D

N,
y

B = 1 2 X

Schnittpunktbestimmung: Zuniichst miissen wir die Schnittstellen der beiden Funk-
tionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen.

16



filzs) = fa(ws)
202 —3r+3 = 2*+22-1 |—2*-22+1
2’ —br+4 = 0

T2 =

1‘1:1 To =

Flachenberechnung: Aus der Skizze erkennt man, dass die Fliche unten von f;
und oben von f, begrenzt wird. Entsprechend ergibt sich folgender Ansatz:

A = [hl) - file) de
(22 +2x — 1) — (222 — 3z + 3) dx

1
/
p
= [2*+20—-1-22"4+3z—-3dx
P
/
1_

= —224+5x —4dx
1., 5 !
= —§x3 - 53:2 — 4;5] 1

1 5 1 5
= (2B 2 4.4 [ 13421241
3% T3 ) ( 370 13 )
— 64+40 16 1+5 4
| 3 B 372

8 11
3 6
A = 45FE

Die Flidche betriagt A = 4,5 Fliacheneinheiten

17



4.7 Aufgabe 7

Gegeben sind die Funktionen mit den Funktionsgleichungen:
fi(zx) =22 —8r+4 und fo(r) =2v—4

Berechnen Sie die Fldche, die zwischen den beiden Funktionsgraphen eingeschlossen
wird!

LGésung:

Skizze der gesuchten Flache:
y [

|
B

(R

(R

NO

fo

oo

e

18



Schnittpunktbestimmung:

filzs) = folxs)

22% —8rg+4 = 2z5—4 | — 2z +4
2x%—10x5+8 =0 |:2
x§—5x5+4 =0
5
Tsi/2 = §i
B 5j: 25 16
27 V4 4
5} 9
= 44/
2 4
5 3
= —4_
2 2
ZL‘1:]_ I2:4

Flachenberechnung: Aus der Skizze erkennt man, dass die Fldche unten von f;
und oben von f; begrenzt wird. Entsprechend ergibt sich folgender Ansatz:

A = [ folz) = fi(z) dz

(20 —4) — (22 — 8z +4) dx

/
1
4
= [2r—4—-222+8r—4dx
1
4
[ —22% 4+ 102 — 8 dx
1

- 4
= ——'m3+5x2—8x]

2 2

= |- 434+5.42-8.4| —[-=-13+5-12-8-1-1
3 3

= 128+80 32 2+5 8

N 3 3

128 2
= _T+8O_32+§_5+8
A = 9FE

Die Fliche betrigt A = 9 Fliacheneinheiten
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4.8 Aufgabe 8

Ein Polynom 4. Grades hat zwei Tiefpunkte auf der z-Achse bei 77(0|0) und 75(4[0).
Der Funktionsgraph verlduft auferdem noch durch den Punkt P(2]240). Berechnen Sie
die Fliche, die zwischen den beiden Tiefpunkten von dem Graphen von f(x) und der
x-Achse eingeschlossen wird!

Aufstellen der Funktionsgleichung: Ich stelle das Polynom in allgemeiner Form sowie
die erste Ableitung dar, bevor die Bedingungen aufgestellt werden.

fx) = ax* +ba* +ca®+dv+e
f'(x) = 4daz®+ 3bx® + 2cr +d
Punkt (0[0) fO)=0 = Oa+0b+0c+0d+e =

= (1)
Punkt (4/0) = f(4)=0 = (2) 256a+64b+ 16c+4d+e =
Tiefpunkt beiz; =0 = f(0)=0 = (3) Oa+0b+0c+d =
= = (4)
= = (5)

o O OO

Tiefpunkt bei x5 = 4 f'(4)=0 256a +48b+ 8c+d =
Punkt (2]240) £(2) = 240 16a+8b+4c+2d+e = 240

Aus Gleichung (1) und (3) folgt sofort:

(1) e =
3) d = 0

Ubrig bleibt ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung:

(2) 256a +64b +16c = 0
(4) 2560 +48b +8c
(5) 16a +8b +4c = 240

I
o

Mit einem beliebigen Lésungsverfahrenlﬂ erhélt man:

= 15
b = —120
c = 240

Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = 152* — 12023 + 24022

3Einzelheiten zu Lineargleichungssystemen und deren Losungsverfahren siehe beispielsweise hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf

20


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf

Skizze der gesuchten Fliche:

Flachenberechnung: Die Integrationsgrenzen 0 und 4 sind bereits durch die xz-Koordinaten
der Tiefpunkte bekannt. Daher kann die Fldche direkt angesetzt werden.

2

A = /f(:z:)d:z:

152* — 12022 + 24022 dz

I
— &

Il
— O

32° — 302" + 802°]

3-4°—-30-4"4+80-4%) — (3-0°—30-0"+80-0°)
3072 — 7680 4 5120) — 0

2

|
/N A~

N
I

ot
[y

| A=512 Fliicheneinheiten |

21



4.9 Aufgabe 9

Ein Polynom 3. Grades hat einen Hochpunkt bei H(0]|4) und einen Tiefpunkt bei 7(2]0).
Berechnen Sie die Flédche, die von der positiven x-Achse, der y-Achse und dem Funkti-
onsgraphen des Polynoms eingeschlossen wird!

Aufstellen der Funktionsgleichung: Ich stelle das Polynom in allgemeiner Form sowie
die erste Ableitung dar, bevor die Bedingungen aufgestellt werden.

flx) = ar® + b2’ +cor+d
f'(x) = 3az®+2bx+c

Punkt (0[4) = f(0)=4 = (1) 0a+0b+0c+d = 4
Punkt (2]0) = f(2)=0 = (2) Sa+tdb+2c+d = 0
Hochpunkt bei 2 =0 = f/(0)=0 = (3) Oa+0b+c = 0
Tiefpunkt bei 0 =2 = f'(2)=0 = (4) 12a+4b+c = 0

Aus Gleichung (1) und (3) folgt sofort:

(1) d =
(3) ¢ =

Setzt man diese Ergebnisse in (2) und (4) ein, erhdlt man ein Lineargleichungssystem
2. Ornunﬂ, das ich anschliefend mit einem bliebigen Verfahren, beispielsweise mit dem
Additions-/ Subtraktionsverfahrenﬂ 16sen kann:

|
o

(2) 8a +4b = —4 |
(4) 120 +4b = 0 |-
(2) —(4) —da = —le |+ (—4)

Das Ergebnis setze ich in (4) ein:

12.144b = 0 |—12
4 = —12 |:4
b = -3

Die gesuchte Funktion lautet: | f(z) = 23 — 322 + 4

4Einzelheiten zu Lineargleichungssystemen und deren Losungsverfahren siehe beispielsweise hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf
Einzelheiten zum Additionsverfahren siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/add.pdf

22
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Nullstellenberechnung:
flzg) =0 = a3 -322+4=0
Durch planvolles’ Probieren erhalte ich die Losung;
Tor = 2

Weitere Nullstellen finde ich, nachdem der Funktionsterm mit Hilfe einer Polynomdi-
vision[l] faktorisiert wurde. Man kann immer (z — z,) ausklammern, hier also (z — 2).

(3 —3a? +4) @ (z—-2) = 22—z -2
— (2% —227%)
—x? +4
— (=2  +2z2)
—2r +4
— (=2 +4)
0

Weitere Nullstellen finden wir als Nullstellen des Ergebnisterms.

2

r“—x—2 = 0
1 1 8
ZEQ/g = §:t 1+Z
1 3
.252/3 = §:|:§
1’2:—1 ]}3:2

r3 = 2 ist identisch mit xy; = 2, wir haben tatsachlich also nur zwei Nullstellen. Da die
positive z-Achse eine Begrenzungslinie ist, kommt nur x; = 2 als Flidchenbegrenzungs-
punkt in Frage, wie auch die Skizze erkennen l&sst.

6Falls es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind sie Teiler des absoluten Gliedes.
"Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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Skizze der gesuchten Fliche:

0¢]

[@p}

A P]'
i f
A
Py
1 P L x
Flachenberechnung: Die Fliche stellt sich demnach als Integral unter der Kurve von
0 bis 2 dar.
2
A = /f(:v) dz
0

2

= /x3—3m2+4dx
0

1 2
= {—az‘l —z®+ 430}

4 0
_ (! 2423 44.2) — 1-04—03+4-0

4 4
= (4-8+8)-0

A 4FE

| A=4 Flicheneinheiten |

24



4.10 Aufgabe 10

Eine Parabel (Polynom 2. Grades) verlauft durch die Punkte P (1] — 15), P»(4]12) und
P;5(5]9). Berechnen Sie die Fléche, die die 2-Achse mit dem Parabelbogen als Begrenzung
bildet.

Aufstellen der Funktionsgleichung: Die allgemeine Form fiir ein Polynom 2. Grades
lautet:
flz)=ar* +bx+c

Die drei gegebenen Punkte ergeben drei Bedingungen, aus denen ein Lineargleichungs-
system erstellt werden kann.

(1) f(1) = =15 =  a+bt+c = —15
) f(4) = 12 = 16a+4b+c 12
) f6) = 9 = 25a+5b+c = 9

Zusammengefasst sieht unser Lineargleichungssystenﬁ also so aus:

(1) a +b 4+c = -15
(2) 16a +4b +c¢ = 12
(3) 25a +5b 4+¢ = 9

Zur Losung kann nun jedes beliebige Losungsverfahren verwendet werden. Da der Para-
meter ¢ in jeder Gleichung allein vorkommt, bietet es sich an, die Gleichungen paarweise
voneinander zu subtrahieren, damit wir zwei Gleichungen ohne c erhalten.

@ =2)— (1) 1ba +3b = 27
(5) =(3)— (1) 24a +4b = 24

Fiir den nichsten Schritt verwende ich willkiirlich das Einsetzungsverfahren’] Ich lose
Gleichung (4) nach b auf und setze den Term in (5) ein.

(4) 15a+3b = 27 | - 15a
3 = 27—15a |:3
b = 9—ba
Eingesetzt in (5):
(5) 2a+4b = 24
2a+4-(9—5a) = 24
24a +36 —20a = 24 | —36
da = —12 |:4
a = —3

8Einzelheiten zu Lineargleichungssystemen und deren Losungsverfahren siehe beispielsweise hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf
9Einzelheiten zum Einsetzungsverfahren siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/einsetz.pdf

25


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/einsetz.pdf

Das Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (4) eingesetzt.
b=9—-5a=9-5-(-3)=24

Nun werden beide Ergebnisse in (1) eingesetzt. (Auch jede andere Gleichung wére hier
moglich.)

(1) a+b+c = —15

—3+244c¢ = -15
21+c¢ = —15 |—21

c = —36

Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = —32* + 24z — 36

Nullstellenbestimmung: Zur Nullstellenbestimmung wird der Funktionsterm gleich
Null gesetzt.
flzo) = 0
=323+ 2420 —36 = 0 | (=3)
T3 —8rg+12 = 0
1'01/2 = 4ﬂ:\/16—12

.’13’01/2 = 4412
Tor = 2 Toz =6

Mit diesen Werten kann der Funktionsgraph skizziert werden.
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Berechnung der Flache: Die Funktionsgleichung und die Nullstellen sind bekannt.
Damit kann das Integral zur Flidchenberechnung aufgestellt werden.

A = 72f(x) dz

Zo1

2+ 1222 — 362],
63—|—12 6> —36-6) — (—2°+12-2° - 36-2)
32)

6
= / —32% + 242 — 36 dx
2
= [-
(

A = 32FE

Die gesuchte Flache betrigt: | A = 32 FE
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4.11 Aufgabe 11

Ein Polynom 3. Grades f(z) hat einen Wendepunkt bei z,, = 3 mit der Wendetan-
gente fi(x) = —6x + 22. Die y-Achse schneidet der Graph des Polynoms bei yo = —32.
Berechnen Sie die Fliache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f(z).

Aufstellen der Funktionsgleichung: Benotigt wird die Grundfunktion sowie die ersten
beiden Ableitungen des Polynoms.

fl) = ar®+br* +cx+d
f'(x) = 3az®+2br+c
f"(x) = 6ax+2b

Aus dem Wendepunkt bei x,, = 3 erhélt man:
(1) f"3) = 0 = 6a-3+20 = 0

Die Wendetangente liefert gleich zwei Bedingungen — den y-Wert am Wendepunkt und
die Steigung dort. Diese Werte bestimme ich vorab.

fi3)=—-6-3+22=14
fi3)=m=-6
Mit diesen Werten kénnen nun die Bedingungen aufgestellt werden.

2 f3) = fiB) = a-F+b-F+c-3+d = 4
3) f(3) = fi38) = 36-3242b-34¢ = —6

Die letzte Bedingung liefert der y-Achsenabschnitt.
(4) f(0) = =32 = a-0®+b-0°+c-0+d = —32

Fasst man die Gleichungen zusammen, erhélt man folgendes Gleichungssystem 4. Ord-

nung"%}

(1) 18a +2b — 0
(2) 27a +9b +3c +d = 4
(3) 27a +6b +c = —6
(4) d = —32

Aus Gleichung (4) ist d schon bekannt. Der Wert wird sofort in (2) eingesetzt. Bringt man
in Gleichung (2) den eingesetzten Wert von —32 sofort auf die andere Gleichungsseite,
erhélt man folgendes Gleichungssystem 3. Ordnung;:

(1) 18a +2b = 0
(2) 27a +9b +3¢ = 36
(3) 27a +6b +c = —6

0Einzelheiten zu Lineargleichungssystemen und deren Losungsverfahren siehe beispielsweise hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf
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Fiir die weitere Losung ist es giinstig, d

ass ¢ nur in zwei Gleichungen vorkommt. Man

sollte also versuchen, die Variable ¢ zuerst zu eliminieren. Dies konnte mit dem Ein-
setzungsverfahren, aber auch mit dem Additions-/Subtraktionsverfahren durchgefiihrt

werden. Ich entscheide mich fiir letzteres
kann (2) von (3) subtrahiert werden.

und dividiere dazu Gleichung (2) durch 3. Dann

(2) 27a 49 +3c = 36 |:3
(3) 27a +6b +4c¢ = —6

(2) 9a +3b +c = 12 |-
(3) 27a 4+6b +c = —6 |
(5) 18a +3b = —18

Mit Gleichung (1) und (5) bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung {ibrig.

(1) 18a +2b = 0
(5) 18a +3b = -—18
Hier bietet sich sofort das Subtraktionsverfahren an, da die Koeffizienten von a gleich
sind.
(1) 18a +2b = 0 |-
(5) 18a +3b = —-18 |
(6) b = —18
Das Ergebnis setze ich in (1) ein.
(1) 18a+2b = 0
18a+2-(—18) = 0
18a—-36 = 0 |+36
18a = 36 |:18
a = 2

Zur Bestimmung von ¢ verwende ich die

umgestellte Gleichung (2).

(2) 9a+3b+c = 12
9-2+3-(—18)+¢c = 12
18 =54 +c = 12

—36+c = 12 |+36
c = 48

Hiermit lautet die Funktionsgleichung:

f(x) = 22% — 1822 + 48x — 32

Nullstellenbestimmung:

223 — 1823 + 48x9 — 32 =
3 — 913 + 2430 — 16 =

flzo) =

o O O
[\
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Da wir kein analytisches Losungsverfahren fiir eine Kubische Gleichung haben, muss eine
Loésung durch planvolle&El Raten ermittelt werden. Man erhélt so z. B. zg; = 1. Damit

ist eine Polynomdivision[?| moglich.

(8 =923 424z —16) : (20—1) =
—(x5__ —xp)

—8x2  +24xy —16)
~ (=822 +8x)

16.’1)0 —16
0

Alle weiteren Nullstellen liegen jetzt in dem Ergebnisterm.

T3 — 8o+ 16 = 0

ZL‘Qg/g = 4+ \/42 — 16

= 440
To2 — 4

ZE% — 10!)5’0 + 16

Mit diesen Werten kann der Funktionsgraph skizziert werden.

go

(@)

s

NO

Py

P

NO

U Falls es ganzzahlige Nullstellen gibt, dann sind sie Teiler des absoluten Gliedes.
12Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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Berechnung der Flache: Die Funktionsgleichung und die Nullstellen sind bekannt.
Damit kann das Integral zur Flidchenberechnung aufgestellt werden.

A = 7 F(z) dz
"

= /2x3 — 1822 + 487z — 32 dx

1
4

1
= [§x4 — 62> + 242?% — 324
1

1 1
= (5-44—6-43+24-42—32-4>—(5-14—6-13+24-12—32-1)

= 0—(—13,)
A = 135FE

Die gesuchte Fliache betragt: | A = 13,5 FE
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