Gebrochen Rationale Funktionen
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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Einfiihrung

Eine Gebrochen Rationale Funktion ist eine Funktion, die sich als Bruch darstellen
ldsst:

Hierbei sind sowohl die Zdhlerfunktion Z(z) als auch die Nennerfunktion N(x) ein
Polynom. Ein Polynom ist eine Funktion, die in folgender Form darstellen lésst:

p(z) = Zaixi =dap + a7 + a7’ + ... + a,2" mit n € N
1=0

n
Anmerkung: Wenn Sie mit dem Zeichen ) a;z* nichts anfangen kénnen, dann ist das

nicht weiter schlimm. Was das bedeutet, ;tght hinter dem Gleichheitszeichen. Wir Ma-
thematiker sind nur manchmal etwas faul und wollen daher mit wenigen Zeichen viel
ausdriicken. Das ) steht fiir eine Summe. Addiert werden hier alle Potenzen von z begin-
nend bei 2° bis 2", wobei jedes Mal noch ein Faktor dazukommt, beginnend bei aq bis a,.

Gebrochen Rationale Funktionen haben ein paar Eigenschaften, die man bei den meisten
anderen Funktionen nicht findet. Dies sind:

e Einschrinkungen im Definitionsbereich
e Polstellen

e Liicken

e Asymptoten

Im weiteren Verlauf gehen wir auf diese Einzelheiten néher ein.

Im Folgenden werde ich die Zahlerfunktion immer mit Z(x) und die Nennerfunktion mit
N(x) bezeichnen.

3 Polstellen und Liicken

Gebrochen Rationale Funktionen haben immer einen Nenner. Da man bekanntlich nicht
durch Null dividieren darf, sind alle x-Werte, fiir die ein Nenner gleich Null ist, aus dem
Definitionsbereich auszuschlieen. Ein Beispiel:

A )_:E3—3:B2—4$
= 2 — 6z + 8



Der Nenner (22 — 6z + 8) konnte fiir mehrere 2z Null werden. Welche das sind, bestimmt
man in einer separaten Rechnung, indem man den Nenner gleich Null setzt.

N(z) = 0
2 —62+8 = 0

3+v32-38

Ti/2 =
= 3+V1
1’1/2 = 3&%1
T, =2 To =4

Diese beiden Werte miissen wir aus der Definitionsmenge ausschliefen: | D =R\ {2;4}




An diesen sogenannten ,, Definitionsliicken“ kann die Funktion ein unterschiedliches Ver-
halten zeigen. Dies kann sein:

e cine Polstelle

e cine (hebbare) Liicke

Was ist eine Polstelle oder eine Liicke? Dazu sehen wir uns den Verlauf der Funk-
tion in nachfolgendem Bild an.
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Schauen wir uns zunéchst den Bereich um die Definitionsliicke bei x; = 2 an. Man er-
kennt, dass in diesem Bereich die Kurve nach oben bzw. unten , wegbiegt®, sich also
Richtung 400 bzw. —oo bewegt. Eine Stelle, an der eine Funktion ein solches Verhalten
zeigt, nennt man Polstelle. Dabei gibt es an genau dieser Stelle keinen Funktionswert.

ao

[WA
D




Die Funktion ist nur in der Umgebung dieser Stelle definiert. Das Verhalten in der Um-
gebung wird aber trotzdem der Stelle zugeordnet.

Vollig anders sieht das Verhalten der Funktion an der Definitionsliicke bei x5 = 4 aus.
An dieser Stelle ist sie nicht definiert, das ist klar, aber im Funktionsgraphen sieht es so
aus, als ob es zu x5 = 4 einen y-Wert gédbe, ndmlich y5 = 10. Das liegt daran, dass die
Kurve von beiden Seiten auf diesen Funktionswert zustrebt. Daher spricht man hier von
einer Liicke, die man ,,stopfen“ oder beheben kann, indem man einen passenden Funk-
tionswert ergénzt. Der korrekte Fachausdruck hierfiir ist hebbare Liicke, oder einfach
nur Liicke. Das mag manchmal zu Missverstidndnissen fithren, weil man die Fehlstel-
len im Definitionsbereich allgemein — also auch die Polstelle — als Definitionsliicke
bezeichnet. Die Begriffe “Definitionsliicke und “Liicke* muss man also sorgsam unter-
scheiden.

Halten wir also fest: An einer Definitionsliicke kann eine Polstelle oder eine (hebbare)
Liicke vorliegen. Wie findet man nun heraus, welches Verhalten die Funktion zeigt?
Dazu untersuchen wir den Zahler an dieser Stelle, indem wir den xz-Wert der Definiti-
onsliicke in den Zahler einsetzen. Es gibt nun genau zwei Moéglichkeiten. Entweder ist

der Zahler dort gleich oder ungleich Null (Z(xl) =0 oder Z(x;) # O). Ist er ungleich

Null, dann ist die Sache klar, wir haben eine Polstelle. Zu unserem Beispiel (bei 21 = 2):

Z(2) = 28-3.22-4.2
= 8-12-38
= —12

Z(2) # 0

Daraus kénnen wir also — wie oben erwahnt — sofort schlussfolgern, dass bei x; = 2 eine
Polstelle vorliegt.

Polstelle bei z), = 2

Es liegt nun nahe zu vermuten, dass im Fall von Z(z1) = 0 eine Liicke bei z, vorliegen
muss. Das ist zwar moglich, aber sicher ist das leider nicht. Es kénnte auch trotzdem
eine Polstelle sein. Um das zu priifen, ist etwas mehr Aufwand erforderlich. Da sowohl
der Zahler, als auch der Nenner bei x;, eine Nullstelle hat, ist es méglich, im Zahler und
im Nenner (z — x) auszuklammern und dadurch den Bruch zu kiirzen. Dies schauen
wir uns in unserem Beispiel mal bei x;, = x5 = 4 an. Wir berechnen den Nenner an der
Stelle z = 4.

Z(4) = 43-3-4>—-4-4

= 64 —48 —16

Z(4) = 0

An dieser Stelle wissen wir nur, dass eine Liicke in Frage kommt. Wir wissen aber

auch, dass sowohl im Zihler, als auch im Nenner der Faktor (z — ) also (z —4) aus-
geklammert werden kann. Dazu fithren wir sowohl im Z#hler als auch im Nenner eine



Polynomdivision! durch (z — 4) durch. Beginnen wir mit dem Zihler.

(23 —32* —dz) :(z—4)=2*+2

— (23 —42?)
(z? —4x)
—(2? —4x)
0

Der Zahler lasst sich also zerlegen als:
Z(x)= (" +x) (x—4)

Entsprechend verfahren wir mit dem Nenner. Auch hier fithren wir die Polynomdivision
durch.

(22 —6z +8) :(r—4)=1z—2
—(2? —4x)
(—2z +8)
—(—2x +8)
0

Den Nenner konnen wir also in faktorisierter Form darstellen als:
N(z)=(z—2) (z—4)

Anmerkung: Vom Nennerpolynom sind alle Nullstellen bekannt. Hier hilft ein Lehr-
satz weiter, mit dessen Hilfe man sofort die Faktorisierung auch ohne Polynomdivision
angeben kann. Dieser Lehrsatz besagt Folgendes:

Ein Polynom n-ten Grades, dessen Nullstellen x; bis x,, alle bekannt sind,

lésst sich wie folgt umschreiben:

AT+ @ 12" P+ tairtag=an (x—x1) (T —32) ... (T —Ty)

Hierbei ist es wichtig, dass tatséchlich n Nullstellen vorliegen, denn es miissen n Klam-
merterme im Produkt auftreten. Im Fall von Doppel- oder Mehrfach-Nullstellen miissen
die entsprechenden Klammerterme doppelt bzw. mehrfach verwendet werden.

In diesem Beispiel liegt im Nenner ein Polynom zweiten Grades vor, beide Nullstellen sind
bekannt. Der Parameter a, aus der Formel ist gleich 1, kann also weggelassen werden.
Damit konnte man den Nenner sofort ohne Polynomdivision wie folgt umformen:

2 — 6 +8= (v —2) (x—4)
In jedem Fall sieht die gesamte umgewandelte Funktion so aus:

(@ 4a) (e —4)
M) = =9 w9

!Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier:
http://www.dkdek.de/1lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf

Man sieht, dass man offensichtlich durch (z —4) kiirzen kann. Ganz so unproblematisch
ist das allerdings nicht, denn Kiirzen bedeutet, dass man Z&hler und Nenner durch den
gleichen Term dividiert. Da man bekanntermafien nicht durch Null dividieren kann,
muss sichergestellt sein, dass das auch nicht versehentlich passiert. Der Term (x — 4)
ist Null, wenn = = 4 ist. Kénnen wir sicher sein, dass stets x # 4 ist? Der Blick auf den
Definitionsbereich hilft weiter. Da steht: D = R\ {2;4}. Hierdurch ist z = 4 ausdriicklich
ausgeschlossen. Innerhalb des Definitionsbereiches diirfen wir also kiirzen. Wir miissen
uns allerdings dariiber im klaren sein, dass sich aufferhalb des Definitionsbereiches eine
Verdnderung der Funktion ergeben kann. Tatséichlich erhalten wir durch das Kiirzen
eine neue Funktion, die nun auch fiir x = 4 definiert ist. Aus diesem Grund gebe ich
der Funktion, die durch das Kiirzen entsteht, einen neuen Namen, ndmlich f*(z). Ich
erhalte demnach: o
e+
e =

Wenn diese neue gekiirzte Funktion einen Funktionswert fiir die zu unter-
suchende Definitionsliicke liefert, dann haben wir eine (hebbare) Liicke. Ich
muss also nur priifen, ob der Nenner der neuen Funktion an der zu untersuchenden Stelle
ungleich Null ist. Ist der neue Nenner an der zu untersuchenden Stelle immer
noch gleich Null, dann muss man mit der gekiirzten Funktion wieder ganz
von vorn anfangen. Man muss also wieder den (neuen) Zahler untersuchen und even-
tuell auch neu faktorisiern usw.

Die Priifung fithren wir an diesem Beispiel nun durch.

N*(4) = 4-2
N*(4) = 2#0 = Liicke bei zp, =4

Da eine Liicke durch einen konkreten Funktionswert geschlossen werden kann, kénnen
wir den berechnen. Die gekiirzte Funktion f*(zp) liefert diesen Wert.

yr = [*(xp)
42 + 4
4-2
B 20
T2
yr, = 10

Liicke bei L(4|10)




Zusammengefasst kann die Untersuchung nach folgendem Flussdiagramm vorgenommen
werden:

Liegt bei x = x; ein Pol oder eine Liicke vor?

Z(m) = 07 =

ja

(x — x1) im Zahler ausklammern.
(x — x1) im Nenner ausklammern.

Durch (z — z1) kiirzen.
Man erhélt dann f*(z).

l

ja

Hierbei bedeutet Z(x) den Z&hler von f(z) und N(z) den Nenner von f(z). Entspre-
chend bedeutet N*(x) den Nenner der gekiirzten Funktion f*(z).

Anmerkung: Durchliduft man die Schleife, dann muss man bei jeder Zahler- und Nen-

nerfunktion sich einen weiteren Stern dazudenken. Im zweiten Durchlauf heifit die zu
untersuchende Funktion ja f*(z) und nicht mehr f(x).

10



4 Asymptote

Eine andere Eigenschaft von Gebrochen Rationalen Funktionen ist die sogenannte Asymp-
tote. Darunter versteht man eine Gerade oder eine Parabel, die sich dem Funktionsgra-
phen immer mehr annéhert, je weiter man auf der z-Achse in Richtung +o0o oder —oo
geht.

Wie kann man die Funktionsgleichung der Asymptoten bestimmen? Dazu 16st man
die Funktionsgleichung auf, indem man so weit wie méglich eine Polynomdivision zwi-
schen Zahler und Nenner durchfithrt. Das Divisionsergebnis stellt dann die Asympto-
tengleichung dar. Dabei bleibt natiirlich ein ,,Rest iibrig. Dieser wird fiir x — +o0
oder x — —oo dann sehr klein, er geht gegen Null. Fiir das genaue Verstdndniss dieses
Zusammenhangs sind allerdings Kenntnisse iiber Grenzwerte erforderlich. Anschaulich
kann man aber sagen, dass der Abstand zwischen dem Funktionsgraphen und der Asym-
ptoten sehr klein wird, wenn man nur auf der x-Achse weit genug nach links oder rechts
geht. Wir sehen uns das mal an dem Beispiel an.

(x3  —32% —4x ) i(@?—6x+8) =z+3
—(23 —62% +8z )
(3z* —12z )
—(32% —18z +24)
6r —24

Schreibt man den ,,Rest® korrekt auf, dann erhélt man fiir die Funktion folgende Form:

f()_a:3—3a:2—4:c_ P 6x — 24
T = 22 —6x+8 Ny 2 — 6x + 8
Asymptote — \——

geht gegen 0

Das Divisionsergebnis stellt die Asymptote dar, der Restanteil mit dem Bruch geht gegen
0, wenn x sehr grofl (stark positiv) oder sehr klein (stark negativ) wird. Das Ergebnis
lautet also:

Asymptote: a(z) =z + 3

11



5 Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie den Definitionsbereich, Polstellen, Liicken und Achsenschnittpunkte so-
wie die Asymptote der nachfolgenden Funktionen:

5.1 Aufgabe 1

5.2 Aufgabe 2

(x —2)-(x+8)
5.3 Aufgabe 3
(22 -7)-(z—-3)
f( ) (l’ _ 3)2
5.4 Aufgabe 4
22 —5x+6
f(@) = x? —6x + 8
5.5 Aufgabe 5
22 —4x +4
1@ = 710
5.6 Aufgabe 6
2 —4
fl@) = x?+4r + 4
5.7 Aufgabe 7
2+ —2
f(@) = x3 —3x+2

5.8 Aufgabe 8

3 — 1522 4+ 74x — 120
23— 12224+ 472 — 60

12



5.9 Aufgabe 9

5.10 Aufgabe 10

5.11 Aufgabe 11

5.12 Aufgabe 12

5.13 Aufgabe 13

5.14 Aufgabe 14

B 223 + 822 — 222 — 60
N 22 —x—6

_x3—7:c2—|—14x—8
N 2+ 22— 15

_a:2+2$—15
22— 5r+46

223 — 1822 + 48z — 40
2 — 61 + 8

B 213 — 222 — 322 — 40
B 2 — 2z — 8

13



6 Ergebnisse

Die Bedeutungen der Symbole:
D: Definitionsbereich

xp: Polstelle

zo: Nullstelle

Yo: y-Achsenabschnitt

L: Liicke mit L(xp|yr)

a(x): Asymptote

1. D=R\{3};2,=3;20=—-3; yo=—1; keine Liicke ; a(z) =1

2. D=R\{-82};2,=—-8;20=—3;5=72;L2M1);a(x) =2

3. D:R\{?)};mp:?);yozg;:170:3,5;keineLﬁcke;a(x)zQ

4. D=R\{2i4} ;z, =4;20=3;90=2;L(23) ; alz) =1

5. D =R\ {2;5} ; 2, = 5 ; keine Nullstelle ; yo = 2 ; L(2|0) ; a(z) =1

6. D=R\{-2};2,=-2;20=2;yo=—1; keine Liicke ; a(z) =1

7. D=R\{-2;1} ; 2, = 1 ; keine Nullstelle ; yo = —1 ; L(=2| — 3) ; a(z) =0
8. D=R\{3;4;5} s, =3;20=06;9 =2; L1(4] —2) ; Ly (5] — 3) ; a(z) =1

9. D = R\ {—2;3} ; keine Polstelle ; g = =5 ; yo = 10 ; L;(—2|6) ; L2(3|16) ;
a(x) =2z + 10

10. D:R\{—5;3};$p1:—5;:vp2:3;$01:1;x02:2;x03:4;y0:%;keine
Liicke ; a(z) =2 —9

11. D=R\{3:3} ;2,=2;L3|8) ;20 = -5 ; yo=—25; a(zx) =1
12. D=R\{-3;5}; 2, =5; L(—3|0,875) ; xp =4 ; ¥ = 0,8 ; a(x) =1
13. D=R\{2:4} ;2,=4;L(2|0) ;20 =5;yo=—5;a(zr) =2 —6

14 D=R\{-2:4} ; 2, =4; L(-2(0) ;20 =5;y=5; a(r) =22 +2

14



7 Durchgerechnete Musterlosungen

7.1 Aufgabe 1

3
fa) =1

Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet:

r,—3 = 0
T, = 3

D=R\ {3}

Untersuchung fiir x = 3:

Z(3)=34+3=6#0 = |Polstelle bei z, =3

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Zahler der Funktion gleich Null
setzt.

Z(mo):O = x9+3=0 = Tog = —3
Der y-Achsenabschnitt wird bestimmt, indem man in die Funktion fiir x die 0 einsetzt.

_0+3
=03
Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der
Funktionsgleichung durchfiihrt und den ,,Rest® weglésst.

—1 = Yo = —1

Yo = f(O)

(x+3) :(.I'—B):l—l—x_g

= Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) = 1

15
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7.2 Aufgabe 2
~ (22+6) - (z—2)
flz) = (z—2) (z18)

Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.
Ewn Produkt ist 0, wenn einer der Faktoren = 0 ist.

1 —2=0 V To+8=0
1'1:2 V l’2:—8

D=R\{-82}

Untersuchung fiir x; = 2:

Z(2)=(2-246)-(2—2)=0 = Durch (x — 2) kiirzen!
(22 46) - (z —2)

1@ == ar e
. _2w+6
=2

Ist der neue Nenner = 07

N*(2)=2+8=10#0 = Liicke bei 27 =2
2:2+46

ysz*(m):W—

Liicke bei L(2|1)

Untersuchung fiir zo = —8:

Z(—8)=(2-(—8)+6)-(—8—2)=100#0 = |Polstelle bei z5 = —8

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Z&hler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f*(z) verwendet werden.

Z*(xg) =0 = 220+6=0 = 2xy=-6 = |xg=-3

17



Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der
Funktionsgleichung durchfithrt und den ,,Rest“ weglésst. Dabei darf auch die einfachere
Funktion f*(x) anstelle von f(z) verwendet werden.

10

(22 +6) :(sc+8):2—x+8
—(22 4 16)
—10

= Die Asymptotengleichung lautet: |a(z) = 2
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7.3 Aufgabe 3

 (22-T7)(z—3)

Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.

r—3=0 = x=3

D=R\ {3}

Untersuchung fiir x = 3:

Z(3)=(2-3-7)-(3—3)=0 = Durch (x — 3) kiirzen!
2z —17) (x —3)

f(l’): (.’11—3)2
e (22 —T7)

N*(3)=3—-3=0 = Neuen Zihler priifen!

Z*(3)=2-3—-7T=-1#0 = |Polstelle bei z = 3|

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Zahler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f*(z) verwendet werden.

Z*<$0):O = 2r0—-7=0 = 2x=7 = To = 3,5

Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der
Funktionsgleichung durchfithrt und den ,, Rest“ weglésst. Dabei darf auch die einfachere
Funktion f*(x) anstelle von f(z) verwendet werden.

2x—17) :(z—-3)=2-

—(2x — 6)
——

r—3

= Die Asymptotengleichung lautet: |a(z) = 2

19
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7.4 Aufgabe 4

z? — 5z +6
Jw) = 2?2 — 6z + 8
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.
2?2 —6x+8 = 0 | p-q-Formel anwenden
.171/2 = 3:‘:\/9-8
SCl/Q = 3+1

r1 = 3+1=4
Ty = 3—1=2

D =R\ {2;4}

Untersuchung fiir x; = 4:

Z(4)=4>-5-44+46=2#0 = |Polstelle bei z; = 4

Untersuchung fiir xy = 2:

Z(4)=2-5-24+6=0 = (r—2) ausklammern, kiirzen
Zunichst der Zahler:

(> —bzx +6) = (z—-2) = x-3
—(2?  —21)
—3r +6
— (=3z +6)
0
Dann der Nenner:
(2 -6z +8) : (x—2) = x—4
—(2? —21)
—4x  +8
— (—4x +8)
0
Hiermit konnen wir die Funktion in faktorisierter Form schreiben und kiirzen:
(x—=2)(z—3)
Ki
f(x) -2 (-1 | Kiirzen
i oz 3
o) =

Die neue Funktion f*(x) stimmt innerhalb des Definitionsbereiches mit der gegebenen
Funktion f(x) iiberein, hat aber einen erweiterten Definitionsbereich. Ich priife, ob der
neue Nenner bei x5 = 2 auch = 0 ist oder nicht.

N*(2)=2—-4=-2#0 = Liicke bei xo =2

gy 273 —1 1
w=rQ=5—"7==5=3
21

= [L(2]0,5)




Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Zidhler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f*(z) verwendet werden.

Z*(x9) =0 = x—3=0 =
Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der

Funktionsgleichung durchfiihrt und den ,,Rest“ wegldsst. Dabei darf auch die einfachere
Funktion f*(x) anstelle von f(z) verwendet werden.

(x —3) :(:I}—4)=1+ﬁ

= Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) = 1
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7.5 Aufgabe 5

x2 —dr+4
f(#) = 55—
T Tx + 10
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.

2 —Tr+10 = 0 | p-q-Formel anwenden
7 49 40
e = e EN T T
7T 3
.Tl/g = 5:':5
T
ry = 2+2—
AR I
T 9T
D =R\ {2;5}

Untersuchung fiir x; = 5:

Z(5)=5—4-5+44=9+#0 = |Polstelle bei z; =5

Untersuchung fiir x9 = 2:

Z(4)=2"—-4-2+4=0 = (2 —2) ausklammern, kiirzen

Klammert man im Z#hler und Nenner (z — 2) aus, erhilt man:

2% — dx 4+ 4 (x —2)
f(x):x2_7x+10: (x —2)(x —5)
r—2
f*(x>:x_5

N*(2)=2—-5=-3#0 = Liicke bei 75 = 2
S 2-2 0
S 2-5 -2

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Z&hler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f*(z) verwendet werden.

Z*(xg) =0 = m—2=0 =

yr = f7(2) 0 = [L(2]0)

23



Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der
Funktionsgleichung durchfithrt und den ,,Rest“ weglésst. Dabei darf auch die einfachere
Funktion f*(x) anstelle von f(z) verwendet werden.

(x —2) :(x—5)=1+x_5

= Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) = 1
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7.6 Aufgabe 6

(2) x?—4
Hz) = 2 +4x +4
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.
> +4r+4 = 0 | p-q-Formel anwenden
Ti2 = —2i\/4—4
.Tl/g = 240
r = =2
D=R\{-2}
Untersuchung fiir x = —2:

Z(-2)=(-2*-4=0 = (z+2) ausklammern, kiirzen

Klammert man im Zahler und Nenner (z + 2) aus, erhélt man:

2 —4 (x+2)(x—2)

) = 24 dr+4 (x +2)?
T — 2
J'w) = x4+ 2
N*(=2) = —-242=0
Z4(=2) = —2-2=—4#0 =

|Polstelle bei z = —2 |

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Z&hler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f*(z) verwendet werden.

Z5(10) =0 = m—2=0 =

Zur Bestimmung der Asymptote kann ebenfalls f*(x) anstelle von f(z) verwendet wer-
den.

(x —2) :(:c+2):1—x12
—(z+2)
4

= Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) = 1
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7.7 Aufgabe 7

’+x—2
)= 23 — 3z + 2
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet. Leider ist

der Nenner ein Polynom 3. Grades. Dessen Nullstellen kénnen nicht analytisch berechnet
werden. Durch planvolles Raten erhalte ich die Nennernullstelle:

x1:1

Im Nenner kann (x — z1) — hier also (z — 1) — ausgeklamert werden. Wir 16sen das mit
einer Polynomdivision.

(x? -3z +2) : (z—1) = 2*+2x-2
—(z° —a?)
2 =3z 42
i )
—2x 42
— (-2 +2)
0

Der Nenner lisst sich also wie folgt faktorisieren:
?—3r+2=(2"+2-2) (z—1)
Die Nullstellen des Nenners werden bestimmt.
(2> +2—-2) - (r—1)=0

Ein Produkt ist bekanntlich 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Der rechte Faktor hat

bereits die Losung x; = 1 geliefert, also muss nur noch der linke Term untersucht
werden.
??+r2-2 = 0
1 1
1'2/3 = —§:i: Z—l— 2
1 L 1 8
- 3t VaiTa
1 9
— _—_44/=
2 4
1 3
(L’Q/g = —§:i: 5
To = 1 T3 = —2
D =R\ {-2;1}

Untersuchung fiir z; = 1:

27



Z(1)=1*+1-2=0 = (z— 1) ausklammern, kiirzen

Klammert man im Zéhler und Nenner (z — 1) aus, erhélt man:

24 r-2  (z42)-(z—1)
Jx) = 3 —3r4+2 (224+2-2) (x—1)
2
r@ =
Ne(1) = 1241-2=0
Z*(1) = 14240 =

Polstelle bei: z; = 1

Untersuchung fiir x5 = —2:

Z*(-2)=-2+42=0 = (v+ 2) ausklammern, kiirzen

Der Nenner kann noch weiter faktorisiert werden. Es sollte auffallen, dass der gekiirzte
Nenner mit dem urspriinglichen Zihler iibereinstimmt. Daher kann die Zerlegung gleich
iibernommen werden.

fla) = r+2 T+ 2
= P2+r—2 (v+2) (x—1)
1
O
N*(—2) = -2-1=3#0 = Liicke bei 25 = —2
1
yL = f**(—Q):—g

Zusammengefasst: | L (—2| — )

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Zahler der Funktion gleich Null
setzt. Dabei kann auch die vereinfachte Funktion f**(x) verwendet werden. Da der Zéhler
hier kein = enthélt, er also nie Null werden kann, gibt es keine Nullstelle.

Der Grad des Zahlerpolynoms ist kleiner, als der Grad des Nennerpolynoms. Daher
lautet die Asymptote:

a(x) =0
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7.8 Aufgabe 8

() = % — 1522 + T4a — 120
He) = s a7 — 60
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet. Leider ist

der Nenner ein Polynom 3. Grades. Dessen Nullstellen kénnen nicht analytisch berechnet
werden. Durch planvolles Raten erhalte ich die Nennernullstelle:

x1:3

Im Nenner kann (x — z1) — hier also (z — 3) — ausgeklamert werden. Wir l6sen das mit
einer Polynomdivision.

(8 =122 +47x —60) : (z—3) = 22—92+20
—(2%  —32?)
—92%  447x  —60
— (=9z* +27x)
20z —060
~ (20 —60)
0

Der Nenner lisst sich also wie folgt faktorisieren:
N(z) = 2° — 120* + 472 — 60 = (z — 3) - (2 — 9z + 20)
Die Nullstellen des Nenners werden bestimmt.
(x—3)- (2% =92 +20) =0

Ein Produkt ist bekanntlich 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Der linke Faktor hat bereits
die Losung x; = 3 geliefert, also muss nur noch der rechte Term untersucht werden.

r?—9x+20 = 0
9 81
$2/3 = ézl: Z—ZO
9 81 80
= —4 _———
2 4 4
Qi 1
27 Va4
9 1
1‘2/3 = 5:’:5
372:4 .%'3:5

D =R\ {3;4;5}

30



Untersuchung fiir x; = 3:

Z(3)=3"—-15-324+74-3—-120= -6 = |Polstelle bei z; = 3

Untersuchung fiir xy = 4:

Z(3)=4>—-15-4>4+74-4—-120=0 = (z — 4) ausklammern, kiirzen

Der Faktor (z — 4) muss also im Zéhler enthalten sein. Ich kann ihn durch eine Poly-
nomdivision zerlegen.

(¥ —152* 474z —120) : (x—4) = 22 —112+30
—(x® —42?)
—11z*  +74x —120
— (—112*  +44x)

30 —120
— (30 —120)
0

Hiermit kann der Zahler wie folgt zerlegt werden:
Z(x) = 2% — 152% 4+ T4r — 120 = (v — 4) - (2* — 11z + 30)

Auch im Nenner kann man (z —4) ausklammern. Ich verwende dazu schon den teilweise
zerlegten Nenner.

(2 =9z +20) : (z—4) = x-5
—(2?  —4x)
—or 420
~ (=hr 420)

0
Hiermit sieht die komplette Nennerzerlegung so aus:
N(z) = (z=3)-(z —4) - (x -5
Hiermit kann ich f(z) wie folgt zerlegen und anschlieflend durch (x — 4) kiirzen:

a® — 152% + Tdw — 120 (z —4) - (2° — 11z + 30)

f(z) = x3_12x2+47$_60_(,1'—3)~(33—4>'<$_5>
. B 22 — 11z + 30
I = =9 -9

Ich untersuche den neuen Nenner an dieser Stelle.
N*(4)=(4-3)-(4—5)=—-1#0 = Liicke bei 2o =4
42 —11-4+ 30

v =FW=ggas -

Ergebnis: | L (4] — 2)
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Untersuchung fiir x3 = 5:

Z*(5)=5"—11-54+30=0 = (2 —5) ausklammern, kiirzen

Ich zerlege den Ziahler Z* mit einer Polynomdivision.

(2 —1lz +30) : (z—5) = -6
—(z* —bx)
—6x  +30
— (=6z +30)
0

Damit lautet f*(x) in der zerlegten Form wie folgt:

r? — 11z + 30 (x—=5)-(z—6)

fr(x) = (x_63).(x_5):(a:—3)-(:c—5)
[(@) = iig

Ich priife den neuen Nenner bei x5 = 5.

N*(5)=5-3=2#0 = Liicke beizz3=5

yr2 = [7(5) = -—=5=-0,5

Ergebnis: | Ly (5] — 0, 5)

Zur Nullstellenbestimmung wird der Z&hler gleich Null gesetzt.

Z**([Eo) = 0
To = 6

Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man die Division entsprechend der
Funktionsgleichung durchfiihrt und den ,,Rest“ weglésst. Dazu kann auch die vereinfachte
Funktionsgleichung verwendet werden.

(x —=6) . (z— =
o 3 (z —3) I+ ——
-3

= Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) = 1
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7.9 Aufgabe 9
B 22 4 822 — 222 — 60

22 —x—6

f(z)
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.

2?—x—6 = 0

—1 1 24
T Ry

1 5

= — 4

2 2

.131:—2 $2:3

D =R\ {-2;3}
Untersuchung fiir z; = —2:

Z(=2)=2- (-2 +8-(-2)?-22-(-2) —60=0 = (z+ 2) ausklammern, kiirzen

Der Faktor (z + 2) muss also im Z#hler enthalten sein. Ich kann ihn durch eine Poly-
nomdivision zerlegen.

(22° +8z*  —22x —60) : (z+2) = 22%+ 4z —30
—(22% +42?%)
42 —22x  —60
(42*  +8x)
—30x  —60
~ (=30z  —60)
0

Hiermit kann der Zahler wie folgt zerlegt werden:
Z(r) = 22° 4+ 82% — 220 — 60 = (v + 2) - (22% + 4z — 30)

Auch im Nenner kann man (z + 2) ausklammern. Nach dem Satz von Vieta erhalte ich
aus den beiden bekannten Nennernullstellen:

Zr)=2>—2—-6=(z+2)-(z—3)
Hiermit kann ich f(z) wie folgt zerlegen und anschlieflend durch (z — 4) kiirzen:

20° 4 82% — 222 — 60 (v +2) - (227 + 4z — 30)

2 —1x—6 B (x+2)-(z—3)
2% + 4 — 30
x—3

Ich untersuche den neuen Nenner an dieser Stelle.

N*(-2)=-2-3=-5#0 = Liicke bei 2y = -2
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Ergebnis: | L (—2|6)

Untersuchung fiir o = 3:

7*(3)=2-3*4+4-3-30=0 = (v — 3) ausklammern, kiirzen

Der Faktor (z — 3) muss also im Zéhler enthalten sein. Ich kann ihn durch eine Poly-
nomdivision zerlegen.

(222 +4z -30) : (z—3) = 22+10
—(22% —62)
10z =30
~ 10z —30)
0

Hiermit kann der Zéhler wie folgt zerlegt werden:
Z*(z) = 22° + 41 — 30 = (z — 3) - (22 + 10)
Die Funktion f*(x) kann damit erneut gekiirzt werden:

20* +4x —30 (v —3)- (22 + 10)

r—3 r—3
2z + 10
[*(x) = 1 =2x+ 10

Ohne Rechnung ist der neue Nenner N**(3) # 0, es liegt also bei x5 = 3 eine weitere
Liicke vor.
yr2 = f7(3) =2-3+10 =16

Ergebnis: | Ly(3[16)

Zur Nullstellenbestimmung kann f**(z) verwendet werden.

2w9+10 = 0 |—10
2370 = —-10 ’ 2
o = -5

Zur Bestimmung der Asymptote wird bekanntlich der Zéhler durch den Nenner dividiert.
Verwende ich dafiir f**(z), was erlaubt ist, dann wird die Division ganz einfach, ich
dividiere ja durch 1. Es bleibt kein Rest. Die Asymptotengleichung ist dann identisch
mit f**(x). Ich erhalte die Asymptotengleichung: |a(z) = 2z + 10
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7.10 Aufgabe 10

() = 3 — T + 14x — 8
o) =—m75, 15
Definitionsbereich bestimmen — dazu werden die Nennernullstellen berechnet.

P +2r—15 = 0
1'1/2 = —lj:\/1+15

Ti/2 = —1+4
SC1:—5 1'2:3

D =R\ {-5;3}

Untersuchung fiir x; = —5:

Z(=5)=(=5)—=T7-(=5)%*+14-(-5) —8=-378#A0 = |Polstelle bei z; = —5

Untersuchung fiir x5 = 3:

Z(3)=3—-7-32414-3-8=-2#0 = |Polstelle bei x5 = 3

Die Nullstellen werden berechnet, indem man den Zahler der Funktion gleich Null
setzt. Da der Zéahler ein Polynom 3. Grades darstellt, konnen die Nullstellen des Zahlers
nicht analytisch bestimmt werden. Durch planvolles Probieren erhalte ich xg; = 1.
Durch eine Polynomdivision kann ich (z — ;) ausklammern.

(2 —T2* 414z -8) = (z—-1) = 22—62+8
—(2°  —a?)
—62° +14z -8
— (—62*  +6z)
8r —8
- Bz -=8)
0

Die weiteren Nullstellen finden wir, indem wir den Ergebnisterm gleich Null setzen.

?—6x+8 = 0
To2/03 = 3+ \/m
= 3+1
Tog = 2 Toz =4
Fehlt nur noch die Asymptote. Die Asymptotengleichung wird bestimmt, indem man
die Division entsprechend der Funktionsgleichung durchfithrt und den , Rest* weglésst.

A7z — 143
(@8 =72 Mz —8) . (2422 -15) = -9+ 5
—(z® 422> —152) ¢+ 22— 15
—92%  +29x -8
(=922 —18z +135)
47x —143
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Die Asymptotengleichung lautet: [a(z) =z — 9

Poll 2

24
Z
(31}
Z

—6

-8

—14 —12 —[10
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7.11 Aufgabe 11
2?2 +2x — 15
flo) = 22 —5x+6

Liicken im Definitionsbereich gibt es bei einer Gebrochen Rationalen Funktion dort, wo
der Nenner Nullstellen hat.

> =5r+6 = 0
5 25
1'1/2 = 5:‘2 Z_G
B 5:|: 25 24
) 4 4
) 1
= ——4 —
2 4
5 1
= —4+ —
2 2
I1:2 ZL’QZS
D =R\ {23}

Was ist bei x; = 27

Z(2)=2+4+2-2—15=-7#0 = |Polstelle bei z; = 2

Was ist bei 29 = 37
Z(3)=3*4+2-3-15=0 = weiter untersuchen!

Im Zéhler und im Nenner kann (x — 3) ausgeklammert werden. Dazu fiihre ich im Zahler
eine Polynomdivision durch:

(2 42z -15) : (z—3) = z+5

—(z* —3u2)
or —15
—(5z  —15)

0

Da die Nennernullstellen bekannt sind, kann der Nenner mit Hilfe des Satzes von Vieta
zerlegt werden. Die Zerlegung sieht dann wie folgt aus. Anschlieend kann durch (z — 3)
gekiirzt werden. Dadurch erhélt man dann f*(x).

22 +2x —15

2 —5x+6

(x —3)-(z+5)
(x—=3) - (z—2)
r+5

T — 2
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N*(3)=3-2=1#0 = Liicke bei z9 =2

Den zugehorigen y-Wert erhalten wir als Funktionswert von f*(z).

3+5
=38

Y2 = [ (22) = 35

Ergebnis: | Liicke L(3|8)

_0+5

— )= 2= 25
Yo f() 0—2 ’

Ergebnis: | y-Achsenabschnitt: yo = —2,5

Zur Nullstellenbestimmung reicht es, nur den Zahler zu untersuchen, denn nur, wenn
der Zahler Null ist, kann der ganze Bruch Null sein. Man darf mit der vereinfachten

Funktion rechnen.
To + 5 = 0 | -5
o — -5

Ergebnis: | Nullstelle zp = —5

Zur Bestimmung der Asymptote wird eine Polynomdivision entsprechend der Funkti-
onsgleichung durchgefiihrt. Auch hier darf die vereinfachte Funktion verwendet werden.

( +5) : (z—-2) = 1+
—(z -2) T —2

Damit erhalten wir die Asymptote: |a(x) =1
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7.12 Aufgabe 12

2 —x—12
@)= 5515

Liicken im Definitionsbereich gibt es bei einer Gebrochen Rationalen Funktion dort, wo
der Nenner Nullstellen hat.

2 —2r—15 = 0
1++v1+15

Ti2 =

$1/2 = 1+4
33'1:5 $2:—3
D =R\ {35}

Was ist bei 21 = 57

Z(5)=52—-5—-12=8#0 = |Polstelle bei z; =5

Was ist bei 2y = —37
Z(-3)=(-3?+3-12=0 =  weiter untersuchen!

Im Zéhler und im Nenner kann (x + 3) ausgeklammert werden. Dazu fithre ich im Zahler
eine Polynomdivision durch:

(2 —x -12) : (x+3) = x—4

—(2?  +3x)
—4xr =12
— (—4z -12)

0

Da die Nennernullstellen bekannt sind, kann der Nenner mit Hilfe des Satzes von Vieta
zerlegt werden. Die Zerlegung sieht dann wie folgt aus. Anschliefend kann durch (z + 3)
gekiirzt werden. Dadurch erhélt man dann f*(z).

2 —x—12

1@ = o3
_ (x+3)-(z—4)
(x+3)-(z—5)
. B r—4
fi(x) = P

N*(=3)=—-3—-4=—-7#0 = Liicke bei 25 = —3

Den zugehorigen y-Wert erhalten wir als Funktionswert von f*(z).

_3_4—7—0W5
-3-5 &

Y2 = f*(x2) =

42



Ergebnis: | Liicke L(—3|0,875)

yOZf*(O):—:Oa8

Ergebnis: | y-Achsenabschnitt: ¢y = 0,8

Zur Nullstellenbestimmung reicht es, nur den Zahler zu untersuchen, denn nur, wenn
der Zahler Null ist, kann der ganze Bruch Null sein. Man darf mit der vereinfachten

Funktion rechnen.
rg—4 = 0 |[+4
g = 4

Ergebnis: | Nullstelle zy = 4

Zur Bestimmung der Asymptote wird eine Polynomdivision entsprechend der Funkti-
onsgleichung durchgefiihrt. Auch hier darf die vereinfachte Funktion verwendet werden.

1
( —4) . (z-5) = —
ey (£-5) = 1+-—

Damit erhalten wir die Asymptote: [a(x) = 1
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7.13 Aufgabe 13

223 — 1822 + 48x — 40
flz) = x? —6x+8
Liicken im Definitionsbereich gibt es bei einer Gebrochen Rationalen Funktion dort, wo
der Nenner Nullstellen hat.

2> —6x+8 = 0

1’1/2 = 3:&\/9-8

1'1/2 = 3+1
1’1:4 $2:2

D =R\ {24}

Was ist bei 21 = 47

Z(4)=2-4>—-18-4*+48-4—40=—-8+#0 = |Polstelle bei x; =4

Was ist bei xy9 = 27
7(2)=2-23—-18-22448-2—-40=0 =  weiter untersuchen!

Im Zéhler und im Nenner kann (x — 2) ausgeklammert werden. Dazu fithre ich im Z&ahler
eine Polynomdivision durch:

(22 —18z% 448z —40) : (z—2) = 22%— 142 +20
—(22%  —42?%)
—142®  +48z —40
— (—142* +28z)

20x  —40
— 20z —40)
0

Da die Nennernullstellen bekannt sind, kann der Nenner mit Hilfe des Satzes von Vieta
zerlegt werden. Die Zerlegung sieht dann wie folgt aus. AnschlieBend kann durch (z — 2)
gekiirzt werden. Dadurch erhdlt man dann f*(x).

223 — 1822 + 48z — 40

fl) = 22— 61+ 8
_ (r—2)- (227 — 142 + 20)
N ) (—2)-(z—4)
222 — 142 + 20
f(x) = )

N*(2)=2—-4=-2%#0 = Liicke bei 25 =2
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Den zugehorigen y-Wert erhalten wir als Funktionswert von f*(z).

2~22—14-2—|—20_ 0

Yo = [*(22) 5_ 4 5
Ergebnis: | Liicke L(2]0)
2-0%2—14-0+20
= * = = —5
Yo = f7(0) 0_4
Ergebnis: | y-Achsenabschnitt: yp = —5

Zur Nullstellenbestimmung reicht es, nur den Zahler zu untersuchen, denn nur, wenn
der Zahler Null ist, kann der ganze Bruch Null sein. Man darf mit der vereinfachten
Funktion rechnen.

222 — 14wg+20 = 0 |:2
3 —Trog+10 = 0

B 7 n 49 10

To1/02 = 5 Z
T e

To1/02 = 9 14
T N 3

To1/02 = 979

Lol = 5) To2 = 2 o2 é D!
Ergebnis: | Nullstelle zyp = 5

Zur Bestimmung der Asymptote wird eine Polynomdivision entsprechend der Funkti-
onsgleichung durchgefiihrt. Auch hier darf die vereinfachte Funktion verwendet werden.

(22 —ldz  +20) (x—4) = 22—6— 1
—(22% —8x) r—4
—6z 420
— (—6x +24)
—4
Damit erhalten wir die Asymptote: |a(x) = 2z — 6
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7.14 Aufgabe 14

223 — 222 — 32x — 40
)= 22 —21x — 8

Liicken im Definitionsbereich gibt es bei einer Gebrochen Rationalen Funktion dort, wo
der Nenner Nullstellen hat.

2 —2r—8 = 0

Ti2 = 1:|:\/1—|—8

.Tl/g = 1+3
I1:4 $2:—2
D =R\ {-24}

Was ist bei 21 = 47

Z(4)=2-43-2.42-32.4-40=-72#0 = |Polstelle bei z; = 4

Was ist bei 19 = —27
Z(-2)=2-(-2)*-2-(-2)2—-32-(-2)—40=0 = weiter untersuchen!

Im Zéhler und im Nenner kann (x + 2) ausgeklammert werden. Dazu fithre ich im Zahler
eine Polynomdivision durch:

(22 —22* =32z —40) : (z+2) = 2226220

—(22%  +42?)
—62% =32z —40
— (=62 —12z)
—20x —40
~ (=200 —40)
0

Da die Nennernullstellen bekannt sind, kann der Nenner mit Hilfe des Satzes von Vieta
zerlegt werden. Die Zerlegung sieht dann wie folgt aus. AnschlieBend kann durch (z + 2)
gekiirzt werden. Dadurch erhélt man dann f*(x).

213 — 202 — 322 — 40

fl) = 2 —2x — 8
_ (z42) - (227 — 62— 20)
N (x+2)-(z—4)
222 — 6x — 20
flo) = — =3

N*(=2)=—-2—-4=—-6#0 = Liicke bel 25 = -2
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Den zugehorigen y-Wert erhalten wir als Funktionswert von f*(z).

2-(=2)2=6-(—2)—20 0
Yo = f*(x2) = ( )_2_1 ) =_—6:O

Ergebnis: | Liicke L(—2]0)

2:0°-6-0-20

Yo = [*(0) = 0_ 4

Ergebnis: | y-Achsenabschnitt: yo = 5

Zur Nullstellenbestimmung reicht es, nur den Zahler zu untersuchen, denn nur, wenn
der Zahler Null ist, kann der ganze Bruch Null sein. Man darf mit der vereinfachten
Funktion rechnen.

208 — 629 —20 = 0 |:2
3 —3190—10 = 0
3 9
1’01/02 = § Zl: Z -+ 10
3 9 40
Tojo2 = 3 + 1T
3 7
Totjo2 = 3 + B
To1r = 5! To2 = —2 o2 §7:L D!

Ergebnis: | Nullstelle zyp = 5

Zur Bestimmung der Asymptote wird eine Polynomdivision entsprechend der Funkti-
onsgleichung durchgefiihrt. Auch hier darf die vereinfachte Funktion verwendet werden.

(222 —6x —20) . (x—4) = 20+2— 12
—(22% —8z) r—4
2z =20
- (2z  -8)
—12

Damit erhalten wir die Asymptote: |a(x) = 2z + 2
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