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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Einleitung

Manchmal soll irgendeine technische Gréfle optimiert werden. Hier kann die Differenti-
alrechnung! mit Erfolg eingesezt werden. Aber nicht nur in der Technik gibt es solche
Probleme, auch in der Wirtschaft und vielen anderen Bereichen werden oft Optimierun-
gen angestrebt. Hier einige Beispiele:

e Ein Behilter soll aus moglichst wenig Material hergestellt werden.
e Ein Bauteil soll méglichst stabil sein.

e Die Geschwindigkeit eines flussaufwérts fahrenden Rheinschiffes soll auf einen
moglichst kleinen Kraftstoffverbrauch eingestellt werden.

e Bei welchem Aussteuerungsgrad wird die Endstufe einer Stereo-Anlage am heifles-
ten? Danach wird dann der Kiihlkorper bemessen.

e Bei welchem Einfallswinkel wird das Licht in einem Regentropfen am wenigsten
gebrochen? Das Ergebnis zeigt sich in der Position des Regenbogens.

3 Vorgehensweise

Die Idee ist folgende: Kann man eine Funktion aufstellen, die die zu optimierdende Grofie
als Funktionswert liefert, dann muss man nur ein Minimum oder ein Maximum dieser
Funktion suchen. Dies geschieht nach dem bekannten Verfahren, indem man némlich die
Funktion ableitet und gleich Null setzt. Danach muss man priifen, ob die gefundenen
Kandidaten Minima oder Maxima darstellen.

Ich mochte die Vorgehensweise an einem einfachen Beispiel darstellen. Dabei wird die
allgemeine Vorgehensweise neben dem Beispiel dargestellt.

Das Beispiel: Ein Schéfer will mit 100 m Maschendraht fiir einen Zaun ein rechteckiges
Feld fiir seine Schafe begrenzen, so dass die Fldche darin mdoglichst grofi wird. Welche
Lange [ und Breite b muss das Rechteck erhalten?

!Einzelheiten zur Diffenentialrechnung siehe hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/diffrech.pdf
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Vorgehensweise:

Schritt 1:

Man stellt eine Funktionsgleichung (die
sogenannte Hauptbedingung) auf, die
als Ergebnis die zu optimierende Grofle
liefert. Dabei kommt zunéchst meist mehr
als eine Variable vor. ( Der hiufigste Fehler
beim Losen von Extremwertaufgaben liegt
tibrigens darin, dass nicht die zu optimie-

rende Gréfie als Hauptbedingung verwen-
det wird!)

Beispiel:
Die zu optimierende Grofle ist die Fléache
A. Mit den beiden Variablen I und b fiir
die Lange und Breite des Rechteckes er-
gibt sich:

A=1-b



Schritt 2:

Man stellt eine Beziehung (eine sogenann-
te Nebenbedingung) zwischen den Va-
riablen auf und stellt diese nach einer
beliebigen Variablen um. Bei drei Varia-
blen sind zwei Nebenbedingungen erfor-
derlich, bei vier Variablen drei Nebenbe-
dingungen, usw. Hat man keine Idee, wor-
aus man die Nebenbedingung(en) erstel-
len kann, schaut man nach, welche An-
gaben in der Aufgabenstellung noch nicht
ausgenutzt worden sind.

Schritt 3:
Die umgestellte(n) Nebenbedingung(en)
wird (werden) in die Funktionsgleichung
— die Hauptbedingung — eingesetzt. Man
erhélt eine Funktion von nur noch einer
Variablen.

Schritt 4:

Die Funktion wird nach der verbliebenen
Variablen abgeleitet und gleich Null ge-
setzt, um Kandidaten fiir einen Extrem-
wert zu erhalten. Der Variablenname wird
dann mit dem Index E als Extremwert-
kandidat gekennzeichnet.

Schritt 5:

Mit Hilfe der zweiten Ableitung (oder
einem anderen Verfahren) wird gepriift,
ob entsprechend der Aufgabenstellung ein
Minimum oder ein Maximum vorliegt.

Schritt 6:

Die restlichen Gréflen laut Aufgabenstel-
lung werden bestimmt. (In der Praxis
werden hier oft Punkte verschenkt, weil
man froh ist, die eigentliche Aufgabe gelost
zu haben und daher diesen Teil iibersieht.)

Bekannt ist der Umfang des Rechteckes,
die Gesamtldnge des Zaunes. Daraus er-
gibt sich:

204+2b = 100m
= 2 = 100m — 2b
& [ = 50m—b>

Schritt 3:
Einsetzen von [ in die Hauptbedingung er-
gibt:

A=(B0m—>b)-b

Die Flache A als Funktion der Breite b
lautet dann:

A(b) = (50m—1b)-b
& Ab) = 50m - b — b?
Schritt 4:
A'(b) = 50m —2b
= 0 = 50m — 2bg
A"(b)=-2<0

= Maximum bei by = 25m

Alle Seitenléingen des Rechteckes sind ge-
sucht, es fehlt also noch die Lénge [g.
Ich verwende zur Berechnung die entspre-
chend umgestellte Nebenbedingung.

l:
:>ZE:

50m — b
50m—25m=25m



4 Ubungsaufgaben
4.1 Aufgabe 1

Eine zylinderféormige Konservendose mit dem Volumen V' soll aus Weifblech hergestellt
werden. Dabei soll der Blechverbrauch moglichst gering sein. Bestimmen Sie die Hohe h
und den Durchmesser d der Dose.

4.2 Aufgabe 2

Eine V-féormige Rinne soll aus einem 30cm breiten Blech-
streifen geformt werden. Welche Breite b und welche Hohe h b
muss die Rinne bekommen, damit ihr Querschnitt moglichst

gro} wird? Damit ist gemeint, dass die Rinne moglichst

viel Wasser transportieren kann, wenn sie randvoll gefiillt

ist.

4.3 Aufgabe 3

Aus einer Blechtafel mit 480 mm Léange und 300 mm Brei-
te soll ein oben offener quaderférmiger Behélter entste-
hen. Dazu werden an den vier Ecken quadratische Aus- p=—  —________
schnitte herausgeschnitten, so dass die dadurch entstan-
denen Seitenteile hochgebogen werden kénnen. Diese wer-
den dann an den Kanten miteinander verschweifit. Welche
Kantenlédnge x miissen die herausgeschnittenen Eckstiicke Pt -----------
haben, damit das Volumen V' des Behélters moglichst grofl
wird? Wie grof3 wird dann das Volumen V7

4.4 Aufgabe 4

In eine Kugel mit dem Durchmesser D soll ein moglichst grofler Zylinder einbeschrieben
werden. Bestimmen Sie den Durchmasser d und die Hohe h des Zylinders.

4.5 Aufgabe 5

Eine Schublade mit quadratischem Grundriss besteht aus 4 dicken Seitenteilen aus Holz
sowie aus einem diinnen Boden. Die Seitenteile sind doppelt so dick wie der Boden.
Welche Abmessungen soll die Schublade haben, damit sie bei einem Fassungsvermogen
von 16 Litern mdoglichst wenig wiegt?



4.6 Aufgabe 6

In ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge [ soll ein moglichst grofles Rechteck

einbeschrieben werden. Wie lang sind die Rechteckseiten a und b7

4.7 Aufgabe 7

Ein Wasserstollen soll im Querschnitt die Form eines Rechtecks mit
aufgesetztem Halbkreis haben. Wie grof3 sind die Stollenwandhohe
h und der Durchmesser d zu wéihlen, damit der Stollen bei ei-

ner Querschnittfliche von 5m? einen méglichst kleinen Umfang
hat?

4.8 Aufgabe 8

Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck mit der Hohe h und
der Grundseite g¢g. In dieses Dreieck wird ein Rechteck ein-
beschrieben, wie nebenstehend dargestellt. Die Rechteckseiten a
und b sollen so gewéhlt werden, dass der Fldcheninhalt A des
Rechtecks moglichst grofl wird. Bestimmen Sie die Rechtecksei-
ten a und b sowie die sich ergebende Fliache A fiir diesen

Fall.

4.9 Aufgabe 9

Ein oben offener prismatischer Behélter mit einem gleichseiti-
gen Dreieck als Grundfliche soll hergestellt werden. Das Vo-
lumen des Behilters soll 8dm?® betragen. Der Behilter soll
so gebaut werden, dass dabei der Blechverbrauch minimal
wird.

Bestimmen Sie die Hohe h des Behilters und die Seitenlénge s des
Grundflachendreiecks fiir diese Bedingungen.

4.10 Aufgabe 10

A

Die Zahl 60 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dass Produkt moglichst grof§ wird.



4.11 Aufgabe 11

Wie gro3 muss man den den Winkel ~ eines Dreieckes machen, der
die Seiten ¢ = 10cm und b = 6 cm hat, damit der Flacheninhalt des
Dreieckes moglichst grofl wird? b

4.12 Aufgabe 12

Aus vier Stangen mit einer Lénge von [ = 2m soll ein Zelt
in der Form einer Pyramide mit quadratischer Grundfliche und
moglichst groffem Volumen aufgestellt werden. Welche Hohe h
erhédlt das Zelt und wie grofl ist damit das Volumen des Zel-
tes?

4.13 Aufgabe 13

Aus einem kreisformigen Blech-
stiick mit dem Durchmesser - =~

D wird ein Sektor heraus- \ /\
geschnitten. Die Schnittkan- d
ten des verbleibenden Blech- D =

stiickes werden zusammenge-
fiigt, so dass ein oben offener
Kegel entsteht.

a) Welche Hohe h und
welchen Durchmesser d muss
dieser Kegel erhalten, damit das Volumen des Kegels moglichst grof3 wird?

b) Wie grofl ist der Winkel ¢ des ausgeschnittenen Kreissektors?

4.14 Aufgabe 14

Aus einem Reststiick Blech, das die Form eines Rechtwinkligen
Dreieckes mit den Katheten a = 5dm und b = 3dm hat, soll
ein moglichst grofles Rechteck geschnitten werden. Dabei liegt

eine Ecke des Rechteckes im Scheitel des Rechten Winkels des b %
Dreieckes, die gegeniiberliegende Ecke auf der Hypotenuse. Wie

lang sind die beiden Seiten x und y des Rechteckes?



4.15 Aufgabe 15

In einen halbkreisformigen Wanddurchbruch soll gemé&fl neben-
stehender Skizze ein rechteckiges Fenster mit moglichst grofler
Flache A eingebaut werden. Bestimmen Sie die Hohe h und die b

Breite b des optimalen Fensters, wenn der Bogenradius r be- [~<= b
kannt ist.

4.16 Aufgabe 16

Eine zylinderférmige oben offene Regenwassersammeltonne mit einem Volumen von
V' = 200 Liter soll so hergestellt werden, dass moglichst wenig Material verbraucht wird.
Welchen Durchmesser d und welche Hohe A muss die Tonne haben?

4.17 Aufgabe 17

Ein Hochregallager mit einem Gesamtvolumen von 500 m? soll méglichst kostengiinstig
hergestellt werden. Dabei schlagen die Winde mit 1000 € je m?, die Decke mit 600€ je
m? sowie der Boden mit 400€ je m? zu Buche. Welche Mafe sollten verwendet werden,
wenn ein quadratischer Grundriss gewéhlt wird?

4.18 Aufgabe 18

Aus einem runden Baumstamm mit einem Durchmesser von
d = 60 cm soll ein Balken mit rechteckigem Querschnitt und ei-

nem moglichst grofen Widerstandsmoment geschnitten werden. b
Das Widerstandsmoment kann mit folgender Formel berechnet
werden: < N
W= b-h?
6

Bestimmen Sie die Hohe h und die Breite b des giinstigsten
rechteckigen Querschnitts!
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4.19 Aufgabe 19

Ein Lotkolben soll mit Hilfe eines in Reihe geschalteten Tran-
sistors an einer Betriebsspannung von Uy = 24V in der Tem- +U,

peratur geregelt werden. Auf dem Lotkolben steht:

24V, 48W Ry

In nebenstehender Skizze ist der Lotkolben als Widerstand Ry,
dargestellt. Die Ansteuerschaltung des Transistors wurde weg-

gelassen. Bestimmen Sie mit Hilfe der Differenzialrechnung, %
welche Verlustleistung der Transistot V; im ungiinstigsten Fall
aufnehmen muss.

4.20 Aufgabe 20

Ein Draht mit der Lange [ soll zu einem gleichschenkligen Drei-
eck mit moglichst groflem Flacheninhalt gebogen werden. Die bei-
den Schenkel des gleichschenkligen Dreieckes sind die Seiten a
und b. Bestimmen Sie die Seitenlingen a, b und ¢ des Drei- b
eckes!

11



5 Losungen mit Losungsweg

5.1 Aufgabe 1

Eine zylinderformige Konservendose mit dem Volumen V
soll aus Weilblech hergestellt werden. Dabei soll der Blech-
verbrauch moglichst gering sein. Bestimmen Sie die Hohe h '_®

und den Durchmesser d der Dose.

Losung: Der ,Blechverbrauch“ soll optimiert werden. Das .«
ist die Oberflache der Dose, also Mantel + Deckel + Boden.
Damit erhalten wir die Hauptbedingung:

A=r-d-h+2 —d

4

Die Hauptbedingung enthélt 2 Variablen (d und h). Deshalb
benotigen wir noch genau eine Nebenbedingung. Diese
erhalten wir mit Hilfe des bekannten Volumens V:

™

—_ — . 2.
V—4 a-h

Wir miissen die Nebenbedingung nach d oder h umstellen und in die
Hauptbedingung einsetzen. Da sie sich einfacher nach h als nach d umstellen lésst,
tun wir das.

7r
% Z-dZ-h |- 4
4V o= mw-d*-h |:(7-d?
o h
- d?

Eingesetzt in die Hauptbedingung erhalten wir A als eine Funktion von d.

V T

Ald) = mod—— 2. Do

%
Ald) = — ng
Ad) = AV-d? 4
Ad) = —4V-d‘2+2-g-d
A(d) = AV -d2+7-d

%
A(d) = ——+m-d

12



Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist, dass die erste Ableitung

gleich 0 ist.

4V
_g—i_w'
s
T

J I 4V
E = -
dp
p 4V w:
dp = — .
3 & )
dy = 4V | =
P 4V |
= — 3
B - va
3 4V
dp = 1\ —
m

Als néchstes muss gepriift werden, ob der gefundene Wert fiir d tatsichlich ein Minimum
ergibt. Das geht am einfachsten mit der zweiten Ableitung.

A(d)
Al/(d)

A”(dE)
A"(dE)
A"(dE)

A//(
A//(

)

d
dp)

—4V -d2 47 -d
8V.-d3+m7

(-
( ) b

8V .~
T
2-7m+7

3-m>0

8V -

8V -

(e

= Tiefpunkt
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Zuletzt muss noch hg bestimmt werden. Das geschieht am einfachsten durch Einsetzen
von dg in die umgestellte Nebenbedingung am Anfang.

Lo 4V
T2
b — 4V
B 7T'd]25
" 4V
B = 2
L[ 3 /4V
e (V¥)
4V
hg =
P 4?;2
4V
hp = ———
3/#3-4§V2
4V
he =
w42V
b8 43y3
B - 4272
5 14V
hE — ?

Bei der optimalen Dose ist also Héhe und Durchmesser gleich.

3 4V
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5.2 Aufgabe 2

Eine V-férmige Rinne soll aus einem 30 cm breiten Blechstreifen ge-

formt werden. Welche Breite b und welche Hohe A muss die Rinne b
bekommen, damit ihr Querschnitt moglichst grofl wird? Damit ist
gemeint, dass die Rinne moglichst viel Wasser transportieren kann,
wenn sie randvoll gefiillt ist.

Losung: Der Querschnitt der Rinne soll optimiert werden. Das ist
die dreieckférmige Fléache. Damit erhalten wir die Hauptbedingung;:

A= _ "
2

Um die Nebenbedingung besser erkennen zu kénnen, zeichnet man zweckméfigerweise
in das Dreieck, dessen Flache optimiert werden soll, die Héhe h ein. Man erhalt da-

durch zwei rechtwinklige Teildreiecke mit den Katheten h und — sowie der Hypotenuse

15cm. In diesen Teildreiecken gilt der Satz des Pythagoras. Damit erhalten wir die

Nebenbedingung;:
2
b
h? + <§) = (15cm)?

Die Nebenbedingung stellen wir zweckméfigerweise nach b um, denn dann verschwinden

die Briiche. )
b
h* + (§> = (15cm)?

h*+ — = 225cm? | — h?

Z = 225em’—h? |-4
b> = 900cm? — 4h? Va
b = +900cm? — 4h?

Die umgestellte Nebenbedingung setzen wir in die Hauptbedingung ein und erhalten
die Funktion A(h). Die Funktion leiten wir nach h ab und setzen sie gleich Null, um
Extrema zu bestimmen.

b-h
A= ——
\/2900 AR h
12
A(h) _ cm

2
1
A(h) = 5\/900 cm? - h? — 4hpt

N |=

(900 cm? - B2 — 4h*)2 | (Kettenregel anwenden)

1
2

15



Fiir die Anwendung der Kettenregel? machen wir eine Nebenrechnung, in der die Funk-
tion A(h) aufgespalten wird in eine Funktion A (g(h)). Dann ist A(g) die AufBere und
g(h) die innere Funktion.

g(h) = 900cm?-h?—4h* = ¢(h) = 1800cm?- k! — 16h3

1 1 1 1 1
A = —q2 A _ ...
(9) 59 = (9) % 59
Allg) = Z'g_%
1 1
Allg) = 1 (900 cm? - h? — 4h1) "2

Mit diesen Nebenrechnungen konnen wir die Kettenregel anwenden:

A'(h) = g'(h)- A(g)
A'(h) = (1800cm? - h — 16A%) -

N

(900 cm? - h2 — 4h%) 2

1 =

J/

NV
innere Ableitung

1800 cm? - h — 16A°

~
duflere Ableitung

/ —

A'h) 44/900 c1r212 -h?2 — 4}%4

o — o00em h— 16h |- 47/000 cm? - 1 — 4R
44/900 cm? - h2 — 4h4
0 = 1800cm?-h — 16A°
0 = h(1800cm? — 16h2) = hg = 0 (cntfllt)
0 = 1800cm? — 16Ah? |: 16
0 = 112,5cm? — h? | + h?
h* = 112,5cm? v/

has = =£4/112,5cm ~ £10,6066 cm
Der negative Wert entfillt ebenso, wie zuvor schon hg; = 0. Es bleibt also nur:
hg = +/112,5cm ~ 10,6066 cm

Es muss gepriift werden, ob tatséchlich ein Maximum vorliegt. Da die Bestimmung
der zweiten Ableitung recht miihsam ist, mochte ich fiir die Priifung das Verfahren
verwenden, das mit der ersten Ableitung auskommt®. Ich setze die Werte 10 cm und
11 cm in die erste Ableitung ein um zu priifen, ob ein Vorzeichenwechsel von positiv zu
negativ vorliegt.

2Einzelheiten zur Kettenregel siehe hier: https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/ablreg. pdf
3Einzelheiten dazu siehe hier in Kapitel 3.5: https://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/kudisk.pdf
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1800 cm? - h — 16Ah3

A'(h) =
44/900 cm?2 - h2 — 4h4
1800 cm? - 10cm — 16 - (10 cm)?
A'(10cm) =
44/900 cm? - (10 cm)? — 4(10 cm)*
~ 2000 cm® -
~ 44/50000 cm?
A1l em) — 1800 cm? - 11em — 16 - (11 cm)?
4,/900 cm? - (11 cm)2 — 4(11 cm)*
— 1496 cm? 0
= —— <
4+/50336 cm*

Wir erhalten bei hg = 4/112,5cm — wie erwartet — einen Vorzeichenwechsel von Plus
nach Minus. Es liegt also tatsdchlich ein Maximum vor. Es fehlt nur noch die Berechnung
der Breite bg.

2
by = V900 cm2 — 412 = \/900 cm? — 4. (\/112,5(:111) — V450 em ~ 21,2132 cm

Zusammengefasst: [hp = /112,5cm b = v450 cm

17



5.3 Aufgabe 3

Aus einer Blechtafel mit 480 mm Léange und 300 mm Brei-
te soll ein oben offener quaderférmiger Behélter entste-
hen. Dazu werden an den vier Ecken quadratische Aus- (—d"_ __________
schnitte herausgeschnitten, so dass die dadurch entstan- :
denen Seitenteile hochgebogen werden konnen. Diese wer- la
|
|

den dann an den Kanten miteinander verschweifit. Welche
Kantenlédnge x miissen die herausgeschnittenen Eckstiicke g -----------
haben, damit das Volumen V' des Behélters moglichst grofl
wird? Wie gro3 wird dann das Volumen V7

Losung: Benennen wir die Seiten des fertigen Kastens mit a (die kiirzere Seite) und b
(die langere Seite), dann erhalten wir die Hauptbedingung;:

V=abx

Hierin sind noch 3 Variablen enthalten, wir brauchen also noch 2 Nebenbedingungen.
Diese ergeben sich durch die Seitenldngen.

a = 300mm — 2z

b=480mm — 2z

Diese setzen wir in die Hauptbedingung ein und erhalten V' als Funktion von x. Wir
leiten sie dann nach z ab, setzen sie gleich Null und erhalten die Kandidaten fiir die
Losungen:

V(z) = (300mm — 2z) - (480 mm — 2z) - x
V(z) = 144000mm? - z — 600 mm - 2% — 960 mm - 2 + 423
V(z) = 144000mm? -z — 1560 mm - 22 + 423
V'(z) = 144000 mm? — 3120 mm - z + 1222
0 = 144000 mm? — 3120 mm - z + 122> | ;12
0 = 12000mm? — 260 mm - x + 22 | p-q-Formel

Tpie = 130mm + /1302 mm? — 12000 mm?
= 130 mm + /16 900 mm?2 — 12 000 mm?2

130 mm + 70 mm

200 mm

= 60mm

TE1
TE2

Wie man sehr schnell erkennt, kommt xg; = 200 mm nicht als Lésung in Frage, denn
wiirde man so weit in das Blech einschneiden, bliebe weniger als nichts {ibrig. Wir miissen
also nur die Losung xgo, = 60 mm auf ein Maximum priifen. Das geht am einfachsten
mit der zweiten Ableitung.

V'(z) = 144000 mm? — 3120 mm - = + 122>
V'(x) = —3120mm + 24z
V'(xgy) = —3120mm + 24 - 60 mm
= —1680mm <0 = Maximum!

18



Zum Schluss berechnen wir noch das gesuchte Volumen:

V(z) = 144000mm? -z — 1560 mm - 22 + 423
V() 144 000 mm? - 60 mm — 1560 mm - (60 mm)? + 4 - (60 mm)?
3 888 000 mm?
V(rm) = 33881

Hier noch einmal die Losungen zusammengefasst:

rg = 60mm, Vg = 3,888l
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5.4 Aufgabe 4

In eine Kugel mit dem Durchmesser D soll ein moglichst grofler Zylinder einbeschrieben
werden. Bestimmen Sie den Durchmasser d und die Hohe h des Zylinders.

Losung: Da das Zylindervolumen maximal werden soll, ergibt die Formel fiir das Zy-
lindervolumen die Hauptbedingung:

™

= — . 2-
V—4 a-h

Wir haben zwei Variablen, benotigen also genau eine Nebenbe-
dingung. Diese kénnen wir am besten erkennen, wenn man sich
eine Skizze von der Seitenansicht anfertigt. Wir erhalten einen d
Kreis (die Kugel) mit dem Durchmesser D und darin ein Recht-
eck (Seitenansicht des Zylinders) mit den Seiten h und d. Zeich- [ & K
net man den Kugeldurchmesser als Diagonale in das Rechteck
ein, dann erhélt man zwei rechtwinklige Dreiecke. Mit Hilfe des

Satzes des Pythagoras erhéilt man als Zusammenhang zwischen
D, d und h die Nebenbedingung:

D? = d* 4 h?

Ob man nun diese Nebenbedingung nach d oder h umstellt, ist im Prinzip gleichgiiltig.
Da aber in der Hauptbedingung nur d* (nicht d) vorkommt, ist es sehr pfiffig, die Ne-
benbedingung nur nach d? umzustellen.

d2:D2_h2
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Das setzen wir in die Hauptbedingung ein, vereinfachen sie, leiten sie ab, setzen die
Ableitung gleich Null und bestimmen die Losung.

Vo= ..
4
T
V(h) = Z(Dg—h?) h
T T
_ _.p2. o3
V(h) 1 h3 1 h
T T
/h — —-D2 o h2
V'(h) 1 34
_ T2 P27 4o T
0 1 D 1 h%, |.4
0 = D?-3-h% | +3-h%
3-h2E = D? |:3
1
2 _ 2
1
hy = i\/;-D
1
hEl = gD
1

Da die Ableitungen recht einfach zu bestimmen sind, verwende ich die zweite Ableitung
zur Uberpriifung, ob tatséchlich ein Maximum vorliegt.

3

V/(h) = %-D?—f-h?

6T
ViR = —Eeh

3T
Vi) = =S
" 3 1 .
V'(hg) = -5 g-D<O = Maximum
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Wir berechnen noch schnell den fehlenden Zylinderdurchmesser d mit Hilfe der umge-
stellten Nebenbedingung:

d2 _ D2_h2
d = D? — h2
2
" JD( o)
B 3
1
= D2 —Z.D2

2

Hier wieder die Zusammenfassungen der Losungen:

d—\/EDh—\/ID
E= Vs E= Vs
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5.5 Aufgabe 5

Eine Schublade mit quadratischem Grundriss besteht aus 4 dicken Seitenteilen aus Holz
sowie aus einem diinnen Boden. Die Seitenteile sind doppelt so dick wie der Boden.
Welche Abmessungen soll die Schublade haben, damit sie bei einem Fassungsvermogen
von 16 Litern moglichst wenig wiegt?

Losung: Ich benenne die Seiten des quadratischen Bodens mit a und die Hohe mit A.
Wie lautet nun die Hauptbedingung? Nicht das Volumen, wie manch einer annehmen
mag, sondern das Gewicht (genauer: die Masse) der Schublade ergibt die Hauptbedin-
gung. Da wir jedoch weder die Wandstéirke noch die Dichte von Holz angegeben haben,
nehmen wir die gewichtete Oberfliiche als Hauptbedingung. Was ist damit ge-
meint? Ganz einfach, ich zéhle die dicken Seiten doppelt und den diinnen Boden nur
einfach.

G = 4-2-a-h+1-ad°
G = 8-a-h+a?

Die Nebenbedingung finden wir iiber das Volumen V. Ich stelle sie sofort nach A um.

V = a*-h |:d?
V
h o= —

a2
Die umgestellte Nebenbedingung wird in die Hauptbedingung eingesetzt und wir er-
halten die Funktion G(a). Wir leiten sie ab, setzen sie gleich Null und lésen nach a

auf.
G = 8-a-h+a®

a2
8V
Gla) = —+ad?
a
G(a) = 8V-a!+ad?
G'(a) = —8V-a"?+2a
0 = —8V-a,”+2ap
8V 8V
g g
LA a
- = ag -a
az, E
8V = 2a3 |:2
4V = al, EVa
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Mit der zweiten Ableitung priifen wir, ob tatséchlich das gesuchte Minimum vorliegt.

G'(a) = —8V-a?%+2a
G"(a) = 16V -a3+2
16V
G”(a) = ? + 2
16V
G"(ap) = ———=+2
(v
16V P
4V
= 4+2
G"(ag) = 6>0 = Minimum

Nun koénnen wir die noch fehlende Hohe A der Schublade aus der umgestellten Neben-
bedingung berechnen.

1%
hg = ———
(vav)
(4V)?
J— 3 VS
- 1612
hp = 1 v
B 16

Mit dem gegebenen Wert von V' = 161 = 16 dm?® kénnen wir die konkreten Werte fiir a

und A berechnen.
ag = 34-16dm3 =4dm

b = 316dm3_1d
S T

Wir fassen die Losungen zusammen und geben sie in der etwas gebréduchlicheren Einheit
Zentimeter an.

agp =40cm hg = 10cm
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5.6 Aufgabe 6

In ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge [ soll ein moglichst grofles Rechteck
einbeschrieben werden. Wie lang sind die Rechteckseiten a und b7

Losung: Zur Losung betrachten wir die nebenstehende Skizze. Optimiert werden soll
die Rechteckfliche. Damit erhalten wir die Hauptbedingung.

A=a-b

Die Hauptbedingung enthélt zwei Variablen, also benotigen wir noch genau eine
Nebenbedingung. Diese konnen wir iiber Strahlensitze, Winkelfunktionen (Tangens)

oder Ahnlichkeit von Dreiecken erhalten. Alle Ansitze fithren auf dhnliche Formeln wie
diese:

b

l—a

2

i~ =

In dieser Nebenbedingung ist noch eine weitere Grofle aufgetaucht, ndmlich h. Da das
Dreieck als gleichseitig bekannt ist, konnen wir h mit Hilfe des Satzes des Pythagoras

bestimmen. )

l
P o=+
2
12 12
P o= 4+ - —
3 4
12 - h?
- =

V3

h = —-1
2
Diesen Wert setzen wir in die Nebenbedingung ein und stellen diese nach b um.
h b
T T I=a
s 2 2
el _ b
T a
2 2
V3-1-2 b2
2-1 l—a
b-2

|
S

=
—~ —
=~~~ o~
| |
IS IS
N— N—
I I
S S~
[\)
[\)
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Die umgestellte Nebenbedingung kann nun in die Hauptbedingung eingesetzt werden.
Wir erhalten dann die Funktion A(a), die wir ableiten und gleich Null setzen.

N
I
S

RN
—~
2
S~—
I
2

| [yl
[\
o

—

~

|
Q
N—

Aa) = g'ka—?'cﬂ
Aa) = \/75-[—\/3-@
0 = ?-l—\/g-a | +V3-a
V3

V3-a = - |\/§

| —
. [\
—~

ap =

Die Priifung, ob tatséchlich ein Maximum vorliegt, machen wir mit der zweiten Ablei-
tung, denn die ist recht einfach zu bilden.

Aa) = \/75-[—\/3-@

A”(a) — _\/g
A'lap) = —v/3<0 = Maximum

Zum guten Schluss bestimmen wir die noch fehlende Rechteckbreite b.

V3 V3 1 V3 1 V3

Hier noch einmal die Ergebnisse zusammengefasst:

-l

-l bg =

N =

ap =
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5.7 Aufgabe 7

Ein Wasserstollen soll im Querschnitt die Form eines Rechtecks mit
aufgesetztem Halbkreis haben. Wie grof sind die Stollenwandhohe
h und der Durchmesser d zu wihlen, damit der Stollen bei einer /_\

Querschnittfliche von 5m? einen moglichst kleinen Umfang hat? I

<
Losung: Optimiert werden soll der Umfang, das sind drei Sei-

ten des Rechtecks und ein Halbkreis. Das ist demmnach die d
Hauptbedingung:

1

Die Nebenbedingung bekommen wir iiber die Querschnittfliche, also Rechteck plus
Halbkreis:

A= hedyt T

T
A = h-d+§d2

Am einfachsten kann man diese Gleichung nach h umstellen.

A = hodtod® |-

8 8
A-Ze = n.d - d
. :
A—ng
i -
A 7Td _ &
d 8

27



Das setzen wir in die Hauptbedingung ein, vereinfachen sie, leiten sie ab, setzen die
Ableitung gleich Null und bestimmen die Losung.

Uy = 2-([2-"a) 1attnoa
() . E—g + —|—§7T-
U = 2 Taia d
W= gttty
T
= 2A-d '+ [ ——+1+-]-
U(d) A+ | =+ +2) d
e
Uld) = 2A-d7'+ Z+1>-d
T
Ud) = —2A d—2+1+1
—92 ™ -2
0 = —2A-dg +Z+1 | +2A - dy
24-d? = —+1 |- d%,

2A )
T = dE
Tt1
p 2A
E = p
Tt1
2A
dg = |7z
4
g = RA
B T+4

Die Priifung, ob damit ein Maximum oder — wie gewiinscht — ein Minimum vorliegt,
machen wir mit Hilfe der zweiten Ableitung.

U// (d) —

U"(dp) =

—2A-d? + %+ 1
4A - d3
4A
@
4A

Ohne diesen Term weiter umformen zu miissen, kann man sagen, dass gilt: U”(dg) > 0
Warum? A ist positiv. Damit ist auch der Bruch unter der Wurzel positiv, denn da-
mit ist sowohl der Zahler als auch der Nenner positiv. Die Wurzel ist demnach 16sbar
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und auch positiv, und auch, wenn ich sie mit 3 potenziere, ist das Ergebnis positiv. Im
Hauptbruch ist damit der Zahler und der Nenner positiv, also ist dg > 0. Wir haben
damit nachgewiesen, dass ein Minimum vorliegt.

Berechnen wir nun die Hohe h. Dafiir verwenden wir die umgestellte Formel aus der
Nebenbedingung.

A 7

A
g

A T
hp = _g. 7T+4

\/ 7r—|—4
7r+4
A- 7T+4
N 7T+4

Setzt man fiir A den angegebenen Wert A = 5m? ein, erhilt man die Losungen:

TT?@

hg ~1,183m dg~2,367m




5.8 Aufgabe 8
Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck mit der Hohe h und der

Grundseite g. In dieses Dreieck wird ein Rechteck einbeschrieben, wie
nebenstehend dargestellt. Die Rechteckseiten a und b sollen so gewahlt
werden, dass der Fldcheninhalt A des Rechtecks moglichst grofl wird. <
Bestimmen Sie die Rechteckseiten a und b sowie die sich ergebende 2
Flidche A fiir diesen Fall. Al =
g

Losung: Die Rechteckfliche soll moglichst gro3 werden. Das ergibt
unsere Hauptbedingung;:

A=a-b

Wir haben zwei Variablen, benétigen also genau eine Nebenbedingung. Diese konnen wir
auf vielfaltige Arten gewinnen. Damit man das besser sieht, sollte man die Dreieckshéhe
in der Mitte des Dreiecks einzeichnen. Man kann dann iiber Strahlenséitze, dhnliche
Dreiecke oder auch mit der Definition des Tangens (z. B. der Winkel unten rechts) die
Gleichung der Nebenbedingung aufstellen:

b

= 7=
2

k| >

Wir konnen diese Gleichung nach a oder b auflésen und in die Hauptbedingung einsetzen.
Ich 16se nach b auf, weil mir das etwas einfacher erscheint.

h b
9 = g=a
oh %
R — . g_a
J T a |- (9—a)
I h
y _ Phlg—a)
g

Diesen Term setzen wir nun in die Hauptbedingung ein und erhalten die Funktion A(a).
Wir setzen sie gleich Null und lésen nach a auf.
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A = a-b
h-(qg—
A@) = a (9 —a)
h ) )
A(a) _ a (.g—a
h 0 h
Ala) = a g—a
h ! h
Alg) = 22912
g g
Ao ) a’-h
a) = a-h—
2 hg
a-
Alla) = h-—
. 29 h 2 h
0 = h— ag - |+ agp
5 " g g
ag -
= h R
g
2ap-h = h-g | : 2h
a f— g
P
Wir bilden die zweite Ableitung und priifen damit, ob tatséchlich ein Maximum vorliegt.
2a - h
Ala) = h-—
* 2h !
A'a) = ——
(a) .
2h i
A'(ag) = —?<0 = Maximum

Die Folgerung war zuéssig, da h und ¢ stets als positiv bekannt sind. Bestimmen wir
zum Schluss noch die fehlende Rechteckseite b.

h-(g—a
y _ hlg—a)
g
g
h-(g=3)
b =
g
B9
bp = —2
g
h
bE = 5
Fassen wir die Ergebnisse abschlieend noch einmal zusammen
g h
ap = 5 bE = §




5.9 Aufgabe 9

Ein oben offener prismatischer Behélter mit einem gleichseiti-
gen Dreieck als Grundfliche soll hergestellt werden. Das Vo-
lumen des Behilters soll 8dm?® betragen. Der Behilter soll
so gebaut werden, dass dabei der Blechverbrauch minimal
wird.

Bestimmen Sie die Hohe h des Behilters und die Seitenldnge s des
Grundflachendreiecks fiir diese Bedingungen.

Losung: Optimiert werden soll die Flidche, bestehend aus Mantel-
und Bodenfliche des Prismas. Die Bodenfliche hat dabei die Form
eines gleichseitigen Dreiecks. Zur Berechnung dieser Bodenflache
benotigt man neben der bekannten Seite s auch die Hohe dieses Drei-
ecks — nennen wir sie hy. Dazu betrachten wir die nebenstehend dar-
gestellte Bodenfldche. In rechten grau unterlegten rechtwinkligen Teil-
dreieck kénnen wir den Satz des Pythagoras anwenden, um daraus hy

7zu bestimmen. )
s

=
(S
Il
(V)
[\
|
N
N »
~_
[\

1
n: = s*— 132
3
h?l = 132
/3
hd = \/_182
3
hd = 7 - S
Damit kann die Bodenflache bestimmt werden:
S - h,b
Ap = 2\/3
_ S 5 S
3 2
3
AB = T . 82
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Mit dieser Fliche und den drei rechteckigen Seitenflichen kann nun die
Hauptbedingung aufgestellt werden:

Boden

Seiten
~ =
A=3-s-h+

oI5
[}

Das Volumen des Behilters ist bekannt. Damit erhalten wir die Nebenbedingung:

3
V:\/T_.SZ

-h

Die Nebenbedingung muss nun nach einer der beiden Variablen s oder h umgestellt
werden, damit der sich ergebende Term in die Hauptbedingung eingesetzt werden kann.
Es ist offensichtlich einfacher die Nebenbedingung nach h statt nach s umzustellen.
Daher wéhlen wir diesen Weg.

V3 0 (V3
V:T-s-hl.<T~s>

Vv

= h
. 82

v
V3 - 82

Diesen Term konnen wir nun in die Hauptbedingung einsetzen. Wir erhalten dann die
Funktion A(s), die wir ableiten und gleich Null setzen kénnen. Durch Umstellen bekom-
men wir dann s.

e G
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o O O

—S
S

w W

SE

Als néchstes muss gepriift werden, ob tatséchlich ein Minimum vorliegt. Das geht am

3
\/5.4.‘/.8_1_’_\/7_.82

V3

_.S

—V3-4-V .52 4 5
V3.4V /3
——+—'S
s2 2
V3.4V V3
————F s
S 2
—V3-8-V+3-
—8-V+s
8.V
8.V
2. VV

83

besten mit der zweiten Ableitung.

A'(s)

A//(S)

A"(SE)

3
—\/§'4'V'S_2+£'S

2
V3

V3-8V st

V3-8-V.s3+
V3-8V 3
—3_|__
S 2
ﬁ~8-v+¢§
A I
(2 7)
\/3-8-V+\/§
8-V 2

\/§+\/7§

3
§'v§:>0 =

w|§lw
o

34
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Wir berechnen jetzt noch die Hohe hg.

hg =

Setzen wir nun noch den vorgegebenen Wert fiir das Volumen von V = 8dm? in die
gefundenen Losungen fiir sy und hg ein.

Sp = 2. 3\/V
= 2. 3/8dm?3
= 2-2dm
S — 4dm

VV
hg = ——
V3
V8 dm3
V3
2dm

V3
he ~ 1,1547dm

Hier noch einmal die Zusammenfassung der Losung:

sg=4dm hg~1,1547dm
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5.10 Aufgabe 10

Die Zahl 60 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dass Produkt moglichst grof3 wird.

L6ésung: Zunéichst werden die Variablen definiert.

1. Summand: =z
2. Summand: y

Laut Aufgabenstellung soll das Produkt optimiert werden. Deshalb stellt das Produkt
die Hauptbedingung dar.

HB: P=x-y
Die Summe ist mit 60 bekannt. Sie stellt die Nebenbedingung dar.
NB: z+y = 60 | —z
y = 60—z

Die umgestellte NB wird in die HB eingesetzt.

P = xz-y
P(x) = z-(60—2x)
P(z) = 60z — 22

Extrema konnen nur dort liegen, wo die erste Ableitung der Funktion eine Nullstelle
hat.

P(z) = 60z — 22

P'(z) = 60—2x

P(xg) = 0
60 —2zp = 0 | — 60
21y = —60 |2 (—2)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob — wie gewiinscht — ein Maxi-
mum vorliegt.

P'(z) = 60—2x
P'(z) = -2

P"(30)=—-2<0 = Maximum bei zp = 30

Es liegt also tatsdchlich ein Maximum vor.

Nun muss noch der zugehorige Summand yg bestimmt werden. Das geschieht am ein-
fachsten mit der umgestellten Nebenbedingung.

yg =60 —xp =60 — 30 = 30

Die beiden Summanden bei der Zerlegung sind jeweils mit 30 zu wihlen.
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5.11 Aufgabe 11

Wie grofl muss man den den Winkel v eines Dreieckes machen, der
die Seiten ¢ = 10cm und b = 6 cm hat, damit der Flacheninhalt des
Dreieckes moglichst grofl wird? b a

Loésung: Zur Bestimmung der Dreieckflache, die die Hauptbedin-
gung darstellt, gibt es grundsétzlich zwei verschiedene Ansétze:

1. Man kennt die Formel zur Flichenberechnung mit zwei gegebenen Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel.

2. Man kennt die Formel zur Flachenberechnung mit zwei gegebenen Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel nicht.

Gehen wir hier davon aus, dass eine solche Formel nicht
bekannt ist, denn im anderen Fall ist der Ansatz trivi-
al.

Zur Flachenberechnung eines beliebigen Dreieckes benotigt man ei-
ne beliebige Seite als Grundseite und die zugehorige Hohe. Ich A
wiéhle hier die Seite a als Grundseite. Die zugehorige Hohe heifit
dann h,, die hier nebenstehend eingezeichnet ist. Auflerdem wur-
den in der Skizze auch einige Punkte mit geeigneten Punktenamen bezeichnet.

Im Rechtwinktigen Dreieck AADC kann die Hohe h, aus v und b berechnet werden.

he ,
- = siny | -
he = b-sinvy

Die Fliachenformel fiir ein Dreieck mit der Grundseite g und der zugehorigen Hohe h
lautet:*

-h
a9t
2
Mit der Grundseite ¢ und der Hohe h, lautet die Formel dann:
a- h,
A —
2

Setzt man nun fiir h, den eben gefundenen Term ein, erhélt man die Formel, die man
im oben angenommenen ersten Fall schon gekannt hétte:

a-b-sinvy
2

A:

4Einzelheiten zur Dreiechsfliche siehe hier:
https://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/flaechenberechnung.pdf
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https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/flaechenberechnung.pdf

Das ist nun unsere Hauptbedingung. Wir kénnen die bekannten Werte fiir a und b
einsetzen. Ich verwende fiir die Rechnung als Léngeneinheit Zentimeter, dann kann ich
sie in der Rechnung weglassen. Wir erhalten die Flidche A als Funktion des Winkels ~.
Achtung! In einer Funktion wird ein Winkel immer im Bogenmaf} angegeben. Er kann
natiirlich jederzeit ins Gradmafl umgerechnet werden.

~ 10-6-siny

A7) 5

Hier taucht ausschliellich die Variable v auf, wir benotigen also keine Nebenbedingungen.
Die Funktionsgleichung kann zusammengefasst und abgeleitet werden. Die Nullstellen
der Ableitung werden gesucht.

10 -6 - sin
A = O
A(y) = 30-siny
A(y) = 30-cosy
A'(ye) = 0
30-cosyg = 0 | : 30
cosvg = 0 | arccos(. . .)
vg = arccos(
,n- o
YE = 5= 90
Anmerkung: Rein rechnerisch kimen als Losungen auch 37” = 270°; 57” = 450° ... oder

auch —% = —90°; —37“ = —270°; —57” = —450°;... in Frage. Wegen der Winkelsumme
in einem Dreieck mit 180° muss jedoch gelten: 0° < v < 180°. Daher entfallen hier alle
anderen Losungen.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob tatséchlich ein Maximum vor-
liegt.

A'(y) = 30-cosvy

A'(y) = 30-(=sinvy)

77
A"(yp) =30 - <_ sin 5) =-30<0 = Maximum bei yg = 90°

In der Aufgabenstellung ist nicht gefragt, wie grof3 die Flache dann wird. Deshalb muss
sie hier nicht berechnet werden.

Wenn der Winkel v ein Rechter Winkel ist, wird die Fliache maximal.
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5.12 Aufgabe 12

Aus vier Stangen mit einer Linge von [ = 2m soll ein Zelt in der

Form einer Pyramide mit quadratischer Grundflache und moglichst

groffem Volumen aufgestellt werden. Welche Héhe h erhilt das Zelt [
und wie grof} ist damit das Volumen des Zeltes?

Losung: Die Hauptbedingung stellt bekanntlich die zu optimieren-
de Grofle dar, hier also das Volumen V. Die Formel fiir das Volumen
einer Pyramide lautet:

A-h . . iy a’-h
V= 3 oder bei quadratischer Grundfliche: V = 3

In dieser Formel tauchen noch zwei Variablen auf: die Grundflache A bzw. die Kan-
tenldnge a der Grundfliche und die Hohe h.

Wir bendétigen also noch eine Nebenbedingung. Noch nicht
verwendet wurde die bekannte Lénge [ der Zeltstangen. E

Die muss also in einer Nebenbedingung verwendet wer-
den. [
D C

Die Grundfliche A der Pyramide ist ein Quadrat. Ich benenne die
Seitenldnge dieses Quadrates mit a, wie nebenstehend eingezeich-
net. Legt man nun einen Schnitt durch die Punkte A, C' und F der
Pyramide, dann erhélt man ein Dreieck AACE mit der Héhe h und der Grundseite d,
die die Diagonale des Quadrates der Grundflache darstellt.

Dieses Dreieck habe ich nebenstehend noch einmal herausgezeichnet.
Die Hohe h trifft unten im Punkt F' auf die Diagonale d, die zwischen E
A und C verlduft. Sie teilt die Diagonale in zwei gleiche Halften mit
der Lange g.

Betrachten wir nun das Teildreieck AAF E. Dieses Dreieck ist recht-

winklig mit einem Rechten Winkel bei F. Seine Katheten sind h und
%l, die Hypotenuse ist [. Hier gilt der Satz des Pythagoras:

d 2
- h2 — l2
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Die Formel kann nach d umgestellt werden.

2
d
(5) +hE = 2 ‘—h2
p 2
_ 72 2
(§> = I°—h v/

= I?—h? | -2
= 2-VI?—h?
Aus der Diagonalen d der Grundflache kann die Seitenlédnge a des Quadrates berechnet

werden. Das Dreieck AABC' ist rechtwinklig mit den Katheten a und der Hypotenuse
d. Auch hier gilt der Satz des Pythagoras.

a’+a®> = d*
20> = d> | ;2
d2
2
a = 5 |\/_
d
a = —=
V2
2 [? — h?
B V2
= V2-VI2—h2
a = 2-(12—h?)

Diese umgestellte Nebenbedingung kann nun in die Hauptbedingung eingesetzt werden.

vV - a’-h
= — 2
( 2-(l2—h2)> h
V p—
2 (1D h
vV o=

3

Setzt man nun noch fiir [ die gegebene Stangenldnge [ = 2m ein, dann erhélt man V
als eine Funktion von h. Ich setze aus Vereinfachungsgriinden nur den Zahlenwert ein,
alle Langenangaben haben damit die Einheit Meter. Anschliefend wird die Ableitung
gebildet.
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v Q(Pgh% h
V) = 2(?3h% h
V(h) = g-h—g.m
V'(h) = g—zm

Die Ableitung dieser Funktion wird gleich Null gesetzt, um Kandidaten fiir Extrema zu
erhalten.

V'(hg) = 0
S _on = 0 8
3 B . 3
-2} = -2 | (-2)
) 4
hy = 3 Va
hg = =+ 2
R
hg, = 2 hgy = 2
El_\/g E2 — \/g

Der negative Wert hpo entfillt, denn negative Léngen gibt es nicht. Es bleibt nur die

Losung hp = \% ~ 1,155.

Mit der zweiten Ableitung kann nun gepriift werden, ob tatséchlich ein Maximum vor-
liegt.

8
Vi) = 5 -2n
Vi(h) = “4h
2
V'(hg)=—4-—==~ —-4,619<0 = Maximum bei hp =

V3

Zum Schluss wird noch das Volumen des maximalen Zeltes berechnet.
Vmaa: - V(hE)

2
V3

Vinaz =~ 2,053

Die Zelthohe muss etwa 1,155 Meter betragen.

Das Zeltvolumen betrigt dann etwa 2,053m?.
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5.13 Aufgabe 13

Aus einem kreisformigen Blech-

stiick mit dem Durchmesser T T T TS

D wird ein Sektor heraus-

geschnitten. Die Schnittkan- m
ten des verbleibenden Blech- D =

stiickes werden zusammenge-
fiigt, so dass ein oben offener
Kegel entsteht.

a) Welche Hohe h und
welchen Durchmesser d muss
dieser Kegel erhalten, damit das Volumen des Kegels moglichst grofl wird?

b) Wie grofl ist der Winkel ¢ des ausgeschnittenen Kreissektors?

Losung:

Teil a) Fiir die Berechnung des Kegelvolumens V' steht folgende
Formel zur Verfiigung:

d
V=l
12
Benennt man die Léange der Seitenlinie des Kegels von der Spitze bis ?
zum kreisformigen Rand mit s, dann gibt der Satz des Pythagoras
einen Zusammenhang zwischen d, A und s an:

2
d
2: _ h2
S <2> +

Aus der Konstruktionsbeschreibung ergibt sich, dass die Seitenldnge s der Radius der

urspriinglichen runden Blechplatte ist, also sein halber Durchmesser %:

D
ST

Hiermit kénnen nun Haupt- und Nebenbedingungen angegeben werden:

HB: v = Z.2.on
) 12

o (3
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Die Nebenbedingung wird nach d? umgestellt, damit das Ergebnis in die Hauptbedingung

eingesetzt werden kann.
2 2
D B d e
2 o\ 2

D? &

2 L .

1 4+ |- 4
D? = @+4h?  |—4h?

D?* —4h* = d*

Einsetzen in die Hauptbedingung und nach h ableiten:

V = ~.pon
12
V(h) = %-(D2—4h2)~h
V() = %-D2-h—g-h3
VI(h) = %-DQ—n-hZ

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist Nullwerden der ersten Ableitung.

™

0 = E~D2—7T~h2E | + 7 - h%
T
T-h%i = E.DQ | =7
D2
2 _
hy = 12 |\/_
D2
h = 44/ —
E1/2 D

D
hgip = iﬁ

Aus praktischen Griinden entfillt die negative Losung. Ubrig bleibt:

hg = —~ 0,288675D

Nun muss gepriift werden, ob tatsdchlich ein Maximum vorliegt. Dies geschieht am
einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung.

V/(h) = %-th-h?
Vi(h) = —2r-h
V'(hg) 2 D <0 = Maxi bei h D
= 21 —= aximum bei hgp = —
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Jetzt fehlt noch der Durchmesser d des Kegels. Zur Berechnung setzt man das Ergebnis
in die umgestellte Nebenbedingung ein.

& = D’ —4n?

2
D
2 = D*—4|——=

D2
= D?_4. —
12
~ prolp
3
2 2 2
2
dpijp = + g'D

Da Léngen stets positiv sind, entféllt die negative Losung. Es bleibt:

2
dp — \/; . D ~ 0,816497D

Teil b) Der Umfang des Kreises mit dem Durchmesser d am Kegel ist aus kon-
struktiven Griinden identisch mit dem Bogenstiick des Kreissektors der urspriinglichen
Blechplatte mit dem Durchmesser D. Da der gesuchte Winkel ¢ der Winkel am weg-
geschnittenen Sektor, nicht aber am iibriggebliebenen Sektor ist, gehort zu diesem
der Winkel (360° — ¢).

An der urspriinglichen Blechplatte mit dem Kreissektor verhalten sich die Bogenstiicke
wie die zugehorigen Winkel. Nennt man das Bogenstiick des iibriggebliebenen Sektors b
und den Umfang des Vollkreises U, dann ergibt sich damit eine Gleichung zur Bestim-
mung von :

b 360°—¢
U 360°
mod  360°— ¢
7-D  360°
d  360°—¢ D 360°
D 360° |
360°-d = (360°—¢)-D
360°-d = 360°-D—p-D |+¢-D—360°-d
©-D = 360°-D —360°-d
©-D = 360°- (D —d) |: D
_360°- (D —d)
N D
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Nun kann der gefundene Wert dg eingesetzt werden, um den Winkel fiir das optimale
Volumen auszurechnen.

360° - ( -2 D) 360°- D~ (1-,/2) 5
—360°- (1 \@ ~ 66,06°

Yr = D

Zusammengefasst:

pE ~ 66,06°
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5.14 Aufgabe 14

Aus einem Reststiick Blech, das die Form eines Rechtwinkligen
Dreieckes mit den Katheten a = 5dm und b = 3dm hat, soll
ein moglichst grofles Rechteck geschnitten werden. Dabei liegt

eine Ecke des Rechteckes im Scheitel des Rechten Winkels des 0 i
Dreieckes, die gegeniiberliegende Ecke auf der Hypotenuse. Wie N Yy
lang sind die beiden Seiten = und y des Rechteckes? : o

Losung: Die Rechteckfliche soll optimiert werden. Damit er-
halten wir die Hauptbedingung.

A=x-y

Da in der Hauptbedingung noch zwei Variablen vorkommen,
ist eine Nebenbedingung erforderlich. Hier kann beispielswei- T
se der zweite Strahlensatz® weiter helfen. Die Strahlen sind
die Kathete a und die Hypotenuse des Dreieckes. Der Strah-
lenschnittpunkt ist mit S bezeichnet. Die Parallelen sind die y
Rechteckseite y sowie die Kathete b des Dreieckes. Der zwei- R\

te Strahlensatz kann angewendet werden. Wir erhalten die C ah S
Nebenbedingung:
AB SA
CD SC
Es ist: _
AB =y
CD = b
SC a
SA a—x

Diese Werte werden in die Nebenbedingung eingesetzt, die Gleichung wird nach y um-
gestellt.

AB SA
cD  SC
Y a—x
Z = b
b a ’
a—2x
y = -b
a

Die umgestellte Nebenbedingung wird in die Hauptbedingung eingesetzt. Wir erhalten
die Funktion A(z), die die Rechteckflache als Funktion der Lénge x angibt.

5Einzelheiten zu den Strahlensitzen siche hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/strahlen.pdf
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Alz) =

a—x

T - b
a

x-(a—x)-b
a
abx — bx?

a
abr  bx?

a a

br — —- 22
a

Ein Maximum kann nur dort liegen, wo die erste Ableitung eine Nullstelle hat.

b
by — —- x?

a
2b
b——-x

a
0
0 |-a

0 | —ab
—ab | (—20)

N

Mit der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob tatséchlich ein Maximum vorliegt.

Al(x)
A”(Q?)

" 20
A (I‘E) = —; <0

2b
S
a
2b

a

a
= Maximum bei zp = 2

Der zugehorige Wert der anderen Rechteckseite yr wird bestimmt:

a—TE

b:

YE =
a

2.y b=

I

Q [l
o
I

a

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen konkreten Werten fiir a = 5dm und
b = 3dm konnen die konkreten Werte zp = 2,5dm und yg = 1,5dm berechnet werden.

Die Rechteckseiten miissen 2,5dm und 1,5dm lang sein.
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5.15 Aufgabe 15

In einen halbkreisformigen Wanddurchbruch soll gemé&fl neben-
stehender Skizze ein rechteckiges Fenster mit moglichst grofler
Flache A eingebaut werden. Bestimmen Sie die Hohe h und die b

Breite b des optimalen Fensters, wenn der Bogenradius r be- [~<= b
kannt ist.

Losung: Die Fensterfliche A soll moglichst grof3 werden. Da-
mit erhalten wir die Hauptbedingung:

A=0b-h
Wir haben zwei Variablen, benotigen also genau eine Nebenbedingung. Um diese zu

erhalten, betrachten wir in der Skizze das kleine rechtwinklige Dreieck unten rechts. Der
Satz des Pythagoras ergibt unsere Nebenbedingung;:

b 2
2:h2 -
T +<2)

Man kann die Gleichung nach A oder nach b umstellen. Ich stelle sie nach b um, denn

dann erhalte ich keine Briiche.
. 2
2 _ h2 - _ h2
r - ( 2) |
2

b
b
2
2.

VIR =
b pu—

|- 2
N

Diesen Term setzen wir nun in die Hauptbedingung ein und erhalten die Funktion A(h).
Wir setzen sie gleich Null und 16sen nach a auf.
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hEa3

Die negative Losung hps =

b-h
he2 VT TR
A2 (2 — 12)

VIR 10
(4r2h? — 4h*)?
|

(872h = 16°) - - (4r*h? IR

8r2h — 16h3
2. +/(4r2h? — 4h*)
8r2h — 16h3
4-4/(r2h? — h*)
2r2h — 4h3
(r2h2 — h?)
2T2hE — 4h%
(% — i)
27”2hE — 4]1%
2r% — 4%
272

2
1
+—-r

V2

|-/ ORE = )

= hg =0 (entfillt)
| + 4h3,
| : 4

v

_\/Li - r entfillt natiirlich ebenso, wie die Losung hg; = 0.

Es bleibt also nur hgy = +L2 -r. Man konnte nun mit der zweiten Ableitung priifen,
ob tatséchlich ein Maximum vorliegt, diese Ableitung ist jedoch nicht ganz einfach zu
bestimmen. Daher wihle ich die alternative Methode, die nur mit der ersten Ableitung

auskommt®.

SEinzelheiten dazu siehe hier in Kapitel 3.5: https://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/kudisk.pdf
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2r2h — 4h3
(2h2 — 1d)
r3 —0,5r3

/(0,257 — 0,0625r4)
0,573

—_— >
(0,3125r%)
1,6r% — 2,08473

/(0,647 — 0,409671)
— 0,4847°

— <
(0,23047%)

Wir haben einen Vorzeichenwechsel von + nach —, demnach handelt es sich um ein
Maximum.

A'(0,8r) =

Die noch fehlende Breite b erhalten wir iiber die umgestellte Nebenbedingung;:

b= 2. T2

) 2
bp = 2-\r —<E-r>

VI =22
Var
bE = \/§'T

Fassen wir noch einmal die Losungen zusammen:

1
bE:\/i'T hE:%’F
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5.16 Aufgabe 16

Eine zylinderférmige oben offene Regenwassersammeltonne mit einem Volumen von
V' = 200 Liter soll so hergestellt werden, dass moglichst wenig Material verbraucht wird.
Welchen Durchmesser d und welche Hohe A muss die Tonne haben?

Losung: Der ,Materialverbrauch“ soll optimiert werden. Das ist die Oberfliche der
Tonne, also Mantel + Boden. Damit erhalten wir die Hauptbedingung;:

m
A=m-d-ht-d

Die Hauptbedingung enthélt 2 Variablen (d und h). Deshalb benétigen wir noch genau
eine Nebenbedingung. Diese erhalten wir mit Hilfe des bekannten Volumens V:

™

—_ — . 2.
V—4 d”-h

Wir miissen die Nebenbedingung nach d oder h umstellen und in die Hauptbedingung
einsetzen. Da sie sich einfacher nach h als nach d umstellen ldsst, tun wir das.

T
Vo = Z-dQ-h |- 4
4V o= 7-d*-h |:(7-d?)
o "
- d?

Eingesetzt in die Hauptbedingung erhalten wir A als eine Funktion von d.

W oo
_ .2
A(d)—zvd ot d
m
Ald) = —+—-
(d) Tt

Ad) = -4V -d 242 -—-d
Ad) = —4V-d2+--d
4V m
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Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist, dass die erste Ableitung

gleich 0 ist.
4V

di

CIIENCIIEICIR

p 0 4V
‘- g
; 4V e
dp = — .
a2 E
T
- 8V ’
= — 3
) - va
5 |8V
dg = —_—
T
s |V
dp = 2-\/—
v

Als néchstes muss gepriift werden, ob der gefundene Wert fiir d tatsiachlich ein Minimum
ergibt. Das geht am einfachsten mit der zweiten Ableitung.

A'(d)
A//(d)

A//(dE)

A//(dE)

A”(dE)
A”(dE)

A// (dE)

—4V~d‘2+g-d
T

8V - d3 4~
3

<3 8V>3 -
v A/ =] +=
T 2

(8V>1 T
sV .| — + =
T 2
8V . 4 =
8V ' 2
T
7T+§
3-m
—— >0 = Tiefpunkt

2
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Zuletzt muss noch hg bestimmt werden. Das geschieht am einfachsten durch Einsetzen
von dg in die umgestellte Nebenbedingung am Anfang.

Lo 4V
T d?
b — 4V
B 7T'd]25
" 4V
E = T =2
(3 /8V
~ (Y¥)
4V
hg = ———
7T'3\/82ﬂ_—‘2/2
4V
hp = ———
3/7r3-8§V2
4V
hgp =

V- 8212

L A
B - 822

2 [V
hg = A\ —

™

Bei der optimalen Tonne ist also die Hohe halb so grof3 wie der Durchmesser.

. [V . [V
dg=2%— hg=3/—
e e

Zum Schluss konnen wir noch das gegebene Volumen von 200 Litern in die Formeln
einsetzen und erhalten die Zahlenwerte fiir Durchmesser und Hohe in Dezimetern.

dp =~ 7,9859dm hg ~ 3,9929 dm
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5.17 Aufgabe 17

Ein Hochregallager mit einem Gesamtvolumen von 500 m? soll méglichst kostengiinstig
hergestellt werden. Dabei schlagen die Winde mit 1000 € je m?, die Decke mit 600€ je
m? sowie der Boden mit 400€ je m? zu Buche. Welche Mafle sollten verwendet werden,

wenn ein quadratischer Grundriss gewéhlt wird?

Losung: Zunichst miissen Variablennamen festgelegt werden, da sie nicht vorgegeben
sind. Wir benennen die Seitenldnge des quadratischen Grundrisses mit a und die Hohe
des Lagers mit h.

Optimiert werden sollen die Kosten, die wir mit K bezeichnen. Sie liefern also unse-
re Hauptbedingung:

K=4-a-h-1000€+a”-600€+a*-400€

\—

Vv Vv
‘Wainde Decke Boden

Da in der Hauptbedingung zwei Variablen vorkommen (a und k), benétigen wir noch
eine Nebenbedingung. Diese bekommen wir mit Hilfe des bekannten Gesamtvolumes
von V = 500m?:

V=d?h

Da sich die Nebenbedingung einfacher nach h als nach a umstellen lédsst, wéihlen wir
diesen Weg.

V = a*-h |:d?

v

a2
500 m?

a?

h:

Wir setzen die umgeformte Nebenbedingung in die Hauptbedingung ein und erhalten
die Funktion K(a). Diese Funktion wird zunéchst vereinfacht und dann abgeleitet. Die
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Ableitung setzen wir gleich Null und 16sen die Gleichung nach a auf.

0

1000 m?
af
1000 m?

ag

4-a-h-1000€ + a®-600€ + a? - 400€
500 m3

CL2
2000000 €m?

1000 € + a* - 600 € + a® - 400 €

.a.

+a? - 1000€

a
2000000€m?® - = + a? - 1000 €
—2000000€m?* - a2 + a - 2000€

2000000 €m?®
—— Tt 2000€

2000000 €m*®
——————+ag-2000€

ap

1000 m?

— s tag
ag

ag
af;
10m

| : 2000€
1000 m?

2
ag

| +
|- af

A

Als néchstes muss gepriift werden, ob tatséchlich ein Minimum vorliegt. Diese Priifung
fithren wir mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

K'(a) = —2000000€m*-a~2+a-2000€
K"(a) = 2-2000000€m* - a~? + 2000€
4000000 €m*
= — 5 +2000€
K"(ay) — 4000000 €m” 2000 €
S T
= 4000€ + 2000€

K"(ag) = 6000€ >0 = Minimum

Zum Schluss bestimmen wir noch die Hohe hg mit Hilfe der umgestellten Nebenbedin-

gung.

_500m3_ 500 m? _:
PT T2 T (om0

Zusammengefasst: |ag = 10m  hg =5m
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5.18 Aufgabe 18

Aus einem runden Baumstamm mit einem Durchmesser von
d = 60 cm soll ein Balken mit rechteckigem Querschnitt und ei-

nem moglichst grofen Widerstandsmoment geschnitten werden. b
Das Widerstandsmoment kann mit folgender Formel berechnet
werden: < N
W b-h?
6

Bestimmen Sie die Hohe A und die Breite b des giinstigsten
rechteckigen Querschnitts!

Losung: Das Widerstandsmoment W soll optimiert werden. Die zugehorige Formel
stellt somit die Hauptbedingung dar:

b-h?
6

W =

Wir haben zwei Variablen, benoétigen also genau eine Nebenbedingung. Zeichnet man in
der Skizze des Stammes den Durchmesser d als Diagonale im Rechteck ein, dann erkennt
man sofort ein rechtwinkliges Dreieck mit d als Hypotenuse und b und h als Katheten.
Der Satz des Pythagoras stellt einen Zusammenhang zwischen diesen drei Gréflen dar.
Er kann somit die gesuchte Nebenbedingung liefern:

d* =b*+h’

Wir konnen diese Nebenbedingung nach b oder h auflésen; in beiden Féllen erhalten wir
eine Wurzel. Da in der Hauptbedingung jedoch A nur im Quadrat auftaucht, bietet es
sich an, die Nebenbedingung nach h? umzustellen und das Ergebnis direkt fiir A2 in die
Hauptbedingung einzusetzen.

d2 — b2+h2 |_b2
d2_bQ — h2
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Diesen Term setzen wir in die Hauptbedingung ein und erhalten die Funktion W (b).
Diese wird dann nach b abgeleitet und gleich Null gesetzt.

W= b-h?
: b -6(d2 —b?)
W) = — %
d?-b— b3
W) = ———
d* — 3v?
W) =
d? — 3v?
0 = 5 |- 6
0 = d?— 3b? | + 302
3 = d? |:3
1
2 _ 2
b* = 3 cli | va
b = +—-d
1/2 Na
Der negative Wert by = —\/ig -d entfallt. Fiir bg = by = Lg - d muss nun gepriift werden,

ob — wie gewiinscht — ein Maximum vorliegt. Das geht am einfachsten mit der zweiten
Ableitung.

2 — 302
W) =
i
W) = ——
Wr(b) = —b

W”(bE) — _<%.d>

Weil d > 0 ist, folgt:

1
W"bg) = ——&=-d<0 = Maximum

V3

o7



Bestimmen wir nun noch die Héhe h mit Hilfe der umgestellten Nebenbedingung.

W o= PP I/
h = d*>—b |bp einsetzen

1 2
hg = | &—|—-d
1

hy = {/=-d

Setzt man nun noch den gegebenen Wert von d = 60 cm in die Losungen fiir bg und hg
ein, erhalten wir:

bgp ~ 34,64cm hg ~ 48,99 cm
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5.19 Aufgabe 19

Ein Lotkolben soll mit Hilfe eines in Reihe geschalteten Tran-
sistors an einer Betriebsspannung von Uy = 24V in der Tem-

+U ¢
peratur geregelt werden. Auf dem Lotkolben steht: ’ I
24V, 48 W Rp| (|UL
In nebenstehender Skizze ist der Lotkolben als Widerstand R,
dargestellt. Die Ansteuerschaltung des Transistors wurde weg- - Uy
gelassen. Bestimmen Sie mit Hilfe der Differenzialrechnung, 0V Vi

welche Verlustleistung der Transistot V} im ungiinstigsten Fall
aufnehmen muss.

Losung: Die elektrotechnischen Grundlagen zu diesem Problem kann man hier nach-
lesen:
https://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/grundl.pdf
Die Hauptbedingung stellt die Verlustleistung P, im Transistor dar:
Py=Uy-1

Da hier noch zwei Variable vorkommen, benotigen wir eine Nebenbedingung. Vorab
benotigen wir dazu den Widerstand Ry des Lotkolbens.

2
p = L g,
Ry,
RL'PL == UI% ‘ZPL
5
R, = —=
L P,
B (24V)?
48 W
Ry, = 12Q

Aus den Kirchhoffschen Regeln ergibt sich:
U+ Uy = U
Umgestellt nach Uy, erhalten wir:
Up,=Uy—Uy

Fir Uy, wird das Ohmsche Gesetz angewendet, anschliefend stellen wir die Gleichung
nach [ um.
U, = Uy—Uy
RL'I = UO_UV |ZRL
Uy — Uy
Ry

I =
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Diese Nebenbedingung wird nun in die Hauptbedingung eingesetzt. Wir erhalten Py als
Funktion von Uy . Zur Bestimmung moglicher Extrema wird die Funktion abgeleitet und

gleich Null gesetzt.

Py, = Uy -1
Uy —U
Py(Uy) = Uy =
L
Us
Py(Uy) = — - Uy—— U
V( V) RL RL |4
Uo 2
PLUy) = —L—— .U
V( V) RL RL 14
P,(Uyg) = 0
o2 by = 0 B
R, R, VE T L
U0—2'UVE =0 ’—Uo
—2-Uyg = -U |:(_2>
1
U = 5 Uy
Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob tatséchlich ein Maximunm
vorliegt.
Uoy 2
P,(Uy) = ———-U
v(Uv) T T
2
Pl(Uy) = ——
WO =

Die zweite Ableitung ist eine negative Konstante, es muss also ein Mlaximum vorliegen.
Da die maximale Verlustleistung im Transistor als konkreter Wert gesucht ist, bestim-
men wir diese nun mit der Funktionsgleichung und den konkreten bekannten Zahlenwer-

ten.
PVmax

Uy
Ry
Us

Py(Uvp)

1,1 1U2
5= 5o

Uy

2R,

205 — Ug
4R,

Us

4R,

4Ry,

(24V)?

4-126)
576 V?

48 ()

PVmax

12W

| Der Transistor muss maximal 12 Watt aushalten kénnen.
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