Aufgabe 38

Das Bild eines Wiirfels soll auf einem Bild-
schirm dargestellt werden. Gegeben sind die Punk-
te P1(2]1]3), P»(7|1|3) und Ps(z|5/6). Der Vek-
tor a verlauft von P, nach P, der Vektor b von
P, nach P;. Ausgehend von diesen drei Punk-
ten soll ein Wiirfel entwickelt werden, dessen
zweidimensionales Bild nebenstehend skizziert
ist.

a) Bestimmen Sie den Parameter x so, dass sich
zwischen @ und b ein Rechter Winkel ergibt.

b) Weisen Sie nach, dass die Vektoren @ und b gleich lang sind. Gehen Sie dabei von
T = 2 aus.

c) Bestimmen Sie einen Vektor ¢ der sowohl senkrecht auf @ als auch auf b steht und
die gleiche Lange wie @ und b hat.

d) Bestimmen Sie den Punkt Py, so dass die Punkte Py, P, Py, P ein Quadrat ergeben.
(Das Quadrat ist im Bild gelb markiert.)

e) Erginzen Sie das Quadrat aus d) zu einem Wiirfel mit den weiteren Eckpunkten Ps,
0

Py, P und Ps geméfl dem obenstehenden Bild. Gehen Sie hierbei von ¢ = | —3 | aus.
4

f) Um den dreidimensionalen Wiirfel auf einem Bildschirm darstellen zu konnen,

soll er auf die zweidimensionale Bildschirm-Ebene abgebildet werden. Die Projektion

erfolgt nach dieser Abbildungsvorschrift:

* L= + 0,5z
‘Z y+ 0,52

Bestimmen Sie zu jedem Punkt P ... Py aus dem R? (aus dem dreidimensionalen Raum)
den jeweils zugehorigen Punkt Py ... Pf aus dem R? (auf der zweidimensionalen Bild-
schirmebene)!

g) Wieviele Pixel enthélt die gelb markierte parallelogrammformige Fliache auf dem

Bildschirm (im R?), die durch @ und b aufgespannt wird? Die Langenenheit auf dem
Bildschirm betrédgt 100 Pixel.



Losung:

zu a) ZweckméBigerweise definiert man zu jedem Punkt P, = (ni|nz|ns) einen , Auf-
n

vektor® P, = | no [, der vom Koordinatenursprung zum jeweiligen Punkt P, verlauft.
ns

Damit kénnen die Vektoren @ und b wie folgt aufgestellt werden.

L 7T—2 5
a = bh-P = 1-1 = 0
3—-3 0
= T —2 x—2
b — P3—P1 - 5—1 — 4
6—3 3
. . ) T —2
alb & d-b=0 <& 0 |- 4 =0
0 3
Diese Gleichung kann nach x aufgelost werden.
5 x—2
0 1]- 4 =0
0 3
5-(x—2)4+0-440-3 = 0
br—10 = 0 |+10
bz = 10 |:5
r = 2
zu b) Zunédchst muss b bestimmt werden:
. x—2 2-2 0
3 3 3

Gleiche Léange von Vektoren bedeutet gleiche Betrége. Daher werden die Betrédge von @
und b bestimmt.

@] = \/ai + a5+ a3 =V5 +02+02=5
mz b+ b3+ b3 =02 +42+32 =5

Damit ist der Nachweis erbracht, die Léngen von @ und b sind gleich.



zu c) Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Losungswege. Zum einen kann mit dem
Kreuzprodukt, zum anderen mit dem Skalarprodukt gearbeitet werden.

Lﬁsungsvariante 1: Mit Hilfe des Kreuzproduktes wird ein Hilfs-Vektor h senkrecht
zu @ und b erzeugt. Dieser muss anschlieSend durch Multiplikation mit einem Skalar auf
die richtige Lénge gebracht werden.

) (5 0 0-3-0-4 0
h=daxb=[0]x|4|=[00-53|=[-15
0 3 5-4-0-0 20

Die Léange dieses Hilfsvektors wird bestimmt:

] = /B3 + B3+ 13 = 07+ (157 + 20° = 25

Damit kann der Verkiirzungsfaktor A bestimmt werden.

g = \h
a = - Al
5 = [\-25 |:25
1
== I
1
)\172 - Zl:g

Jetzt kann ¢ bestimmt werden. Ich beginne mit \; = 1

ot

5 - )\1 . H
S
c = —. _
>\ 20
1
" "
= = -1(—15)
£ 20
0
51 — —3
4
Mit Ay = —% ergibt sich der Gegenvektor von ¢, also:
0 0
52 —= —_»1 = — —3 frg 3
4 —4

Beide Losungen fiir ¢ sind moglich und auch gleich richtig.



Lésungsvariante 2: Zunéchst wird der gesuchte Vektor ¢ mit seinen Komponenten

festgelegt:
C1
C= (&)
C3
Drei Bedingungen miissen erfiillt werden:
(1) ¢ L a
(2) ¢ L b
(3) |a = lal
Diese Bedingungen fiihren zu drei Gleichungen
C1 5
(1) (6)) 0 =0
C3 0
C1 0
(2) Co 4 = 0
C3 3
(3) VaE+d+aE =5
(1) 5-¢c;4+0-ca+0-¢c5 = 0
(2) O'Cl+4'02+3'03 0
(3) ad+c+ca = 25

Aus (1) folgt sofort:
5o, = 0 |15
cT = 0

Das Ergebnis kann in beide anderen Gleichungen eingesetzt werden.

(2) 4CQ+303 =0
3) A+ = 25

Das Gleichungssystem ist nicht linear, daher kommt zur Losung nur das Einsetzungs-
verfahren in Frage. Ich l6se Gleichung (2) nach ¢, auf.

402 + 303 =0 | - 303
dey = —3cz  |:4
3
G2 = 1 €3



Das Ergebnis wird in (3) eingesetzt.

cs4ci = 25
(<3-e)+d = 25
9
16 G+ = 25 |- 16
92 1162 = 400
252 = 400 125
2 = 16 |\/'
C31j32 = T4
c31 =4 c32 = —4

Mit zwei Losungen fiir c¢3 erhélt man auch zwei Losungen fiir ¢, wenn man die Ergebnisse
in die umgestellte Gleichung (2) einsetzt.

3 3

3 3
Hiermit lauten die beiden Loésungen fiir ¢:
0 0
=1 -3 oder: ¢y = 3
4 —4
d)
. 7 0 7
3 3 6

Alternativ kann auch mit ]34 = 133 + d oder mit ]34 = 131 +a@+bo. i gerechnet werden.

e)

2 0 2
Po=P+é=|1]+| -3 |=| -2
3 4 7
o 7 0 7
3 4 7
2 0 2
6 4 10
L 7 0 7
Ps=P+é=| 5|+ -3 |=[ 2
6 4 10




f) Die Abbildung erfolgt nach der angegebenen Abbildungsvorschrift.

’ S [ 24053\ (35
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7
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g) Zur Flachenberechnung des Parallelogramms bietet sich das Kreuzprodukt an. Da
es jedoch nur im R3, nicht aber im R? definiert ist, muss eine dritte Komponente mit
jeweils dem Wert 0 hlnzugefugt werden. Zuvor miissen jedoch auch die zweidimensionalen
Abbildungen a* und b* von @ und b bestimmt werden.

L 8 L (5050 _ (5
a@= 0 “=\Vo+o5-0 ) Lo

P 2 L (04053 _ (15
- "\ 4+05-3 ) 7\ 55



Die zugehorigen erweiterten dreidimensionalen Vektoren heiflen dann:

5 . 1,5
a*=1 0 und b** =1 55
0 0

Das Kreuzprodukt kann gebildet werden.

) 5 15 0-0—0-55 0
@ xb*=0|x|55]|=| 0-15-5-0 | = o0
0 0 5-55—0-1,5 27,5

Die gesuchte Flache ist hiervon der Betrag.

A= @ xb™| = /02 + 0242752 =27,5FE

Wieviele Pixel enthélt diese Flache? Da die Langeneinheit 100 Pixel betrdagt, muss die
Fliacheneinheit 100 - 100 = 10 000 Pixel betragen. Wir berechnen die Pixelzahl Z:

Z = 27,5-10000 Pixel = 275000 Pixel

Die gelbe Fliache beinhaltet 275000 Pixel.




