Aufgabe 40

Eine Skaterbahn, die neu er-
stellt werden soll, stellt im Quer-
schnitt ein spiegelsymmetrisches
Polynom 4. Grades dar. In der
Mitte verlduft die Bahn 10cm
iiber dem Erdboden, an beiden
Réndern (jeweils 3m von der
Mitte entfernt) miindet sie ohne
Knick in einer Hoéhe von 1,72 m in ein waagerechtes Podest von je 50 cm Breite ein. Auf
diesen Podesten kann der Skater starten oder pausieren.

| Podest 1
1 Podest 2

|
w
w
»

1. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(z) fiir den Kurvenverlauf zwischen den
beiden Podesten!

2. Aus Sicherheitsgriinden darf eine Skaterbahn an der steilsten Stelle nicht steiler
als mit 40° verlaufen. Ist das bei dieser geplanten Bahn gewéhrleistet? (Gehen Sie
bei der Berechnung von der Funktion f(z) = —0,02z* 4+ 0,36z* + 0,1 aus.)

3. Fiir den Bau der Bahn aus GFK-Material werden fiir die seitliche Begrenzung zwei
Seitenwénde benoétigt. Eine Seitenwand entspricht der in der Skizze grau darge-
stellten Fliche. Berechnen Sie die Fliche fiir jede dieser Seitenwénde!



LOsung:

Fiir die gesamte Losung wird die Einheit Meter verwendet. Wahrend der Rechnung wird
sie weggelassen.

Teil 1:

Die allgemeine Form fiir eine Funktionsgleichung fiir ein spiegelsymmetrisches Polynom
4. Grades und seine Ableitung lauten:

f(x) axt + cx? + e
f'(z) = 4dax®+2cx

Aus der Aufgabenstellung ergeben sich drei Bedingungen, die in Gleichungen umgesetzt
werden koénnen.

(1) f0) = 01 = a-0'+c-0°+e = 01 = e = 0,1
2) f(3) = 1,12 = a-3'+c-F+e = 1,72
3) f'3) = 0 = 4-a-33+2-¢-3 =0

Setzt man das Ergebnis aus (1) in (2) ein und fasst die Gleichungen zusammen, erhalt
man dieses Lineargleichungssystem.

2) 8la 19¢ = 1,62
(3) 108a +6¢ = 0

Das Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelost werden, beispielsweise
mit dem Einsetzungsverfahren. Dazu wird Gleichung (3) nach ¢ aufgelost und in (2)
eingesetzt.

108a +6¢ = 0 | — 108a
6c = —108a |:6
c = —18a

Eingesetzt in (2):
8la+9¢ = 1,62

8la+9-(—18z) = 1,62

8la — 162a = 1,62
—8la = 1,62 |:(—81)

a = —0,02

Das Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (3) eingesetzt.

¢=—18a = —18 - (—0,02) = 0,36

Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = —0,02z* + 0,362% + 0,1




Teil 2:

Die steilsten Stellen liegen in den Wendepunkten. Diese erhélt man als Nullstellen der
2. Ableitung.

flx) = —0,022* 40,3622 + 0,1
f'(x) = —0,082+ 0,72z
f"(x) = —0,242% +0,72
f"(x) = —048z
0 = —0,2422 + 0,72 | + 0,242
0,2422 = 0,72 | : 0,24
2 =3 Va
Twi/2 = i\/g
Mit der dritten Ableitung kann gepriift werden, ob tatsédchlich Wendestellen vorliegen.
f"(+v3) = —048-/3~ —0831+#0 =  Wendestelle bei x,; = v/3
f"(=V3) = —048-(—v3)~0,831#0 = Wendestelle bei .5 = —V/3

Alternativ zur zweiten Priifung mit z,» kann auch mit Symmetrie argumentiert werden.

Zur Bestimmung des Steigungswinkels muss zunéchst die Steigung an den Wendestellen
bestimmt werden.

3
Fl(@u) = —0,0823, + 0,727, = —0,08 <\/§> 10,723 =048 /3 ~ 0,831384

tanp; = f(Tw1)
= 0,48-/3
p1 = arctan(0,48 - \/§
o1 &~ 39,74°

Aus Symmetriegriinden ist der Winkel 5 bei 2,0 genau so grof3, jedoch mit umgekehrtem
Vorzeichen.

Da die Winkel kleiner als 40° sind, ist die Sicherheit gewéhrleistet.

Teil 3:

Die gesuchte Fliche A setzt sich zusammen aus der Flache Ax unter der Kurve und den
beiden Rechteckflachen Ap unter den Podesten.

Die Flache Ax unter der Kurve kann als Integral zwischen den Grenzen —3 und 3 oder
(wegen der Symmetrie) auch als zwei mal das Integral zwischen den Grenzen 0 und 3
bestimmt werden. Letzteres ist bequemer zu rechnen.



3
Ax = 2-/f(x)d:r;
0
3
= 2-L/1—0ﬂ2x4%—036x2%—0J_dm
0
= 2.[-0,0042° +0,12¢% + 0,1z];
::2-O—Qm4ﬁﬁ+am-§+ogfn—pﬁpM-&+ﬂJzo?+myow
= 2-(2,568 —0)
A = 5,136

Die Fliche unter der Kurve betriigt: | Ax = 5,136 m?

Die Rechteckfldche unter einem Podest ergibt sich aus Breite und Hohe.

Ap=0,5-1,72 = 0,86

Die Fliiche unter einem Podest betrigt: | Ap = 0,86 m?

Hiermit kann nun die gesuchte Gesamtfliche berechnet werden.

A = Ax+2-Ap
= 5,136 m? +2- 0,86 m?
A = 6,856m?

Die gesamte Wandfliiche betrigt: | A = 6,856 m?




