Aufgabe 30

Ein Polynom 4. Grades hat einen Wendepunkt bei W (1|3) und einen Hochpunkt an der
Stelle zy = 2. Weiterhin beriihrt die Gerade mit der Funktionsgleichung f;(z) = —8z
den Funktionsgraphen der gesuchten Funktion bei z;, = 0 als Tangente.

a) Ermitteln Sie aus den angegebenen Daten rechnerisch die Funktionsgleichung f(x)
der gesuchten Funktion!

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Tangentengleichung der Wendetangenten fy(x), die
den Funktionsgraphen der gesuchten Funktion im gegebenen Wendepunkt 1 (1]3)
beriihrt! Gehen Sie bei der Berechnung der Tangentengleichung von der Funktions-
gleichung f(z) = z* — 823 + 1822 — 8z aus.

c) Berechnen Sie die Fliche, die zwischen den Funktionsgraphen von f(z) und fo(z)
eingeschlossen wird. Skizzieren Sie vor Beginn der Rechnung den Verlauf von f(x)
und fo(z) mit geeigneten MaBstében fiir die - und die y-Achse. Markieren Sie die
gesuchte Fliache in der Skizze.



Losung:

Losung zu a)
Zunichst wird die Normalform fiir ein Polynom 4. Grades und die ersten beiden Ableitun-
gen aufgestellt.
flx) = ax*+b2® +ca?+do+e
f(x) = 4az®+ 3bx* +2cx +d
f"(z) = 12ax® + 6bx + 2c

Aus den Angaben zum Wendepunkt ergeben sich zwei Bedingungen, die in Gleichungen
umgesetzt werden kénnen.

1 ) =
2) f(1) =

Aus der Angabe zum Hochpunkt ergibt sich eine weitere Bedingung.

a-1*+b-13+c-1241-d4+e = 3
12a-124+6b-14+2¢c = 0

3 =
0 =

3) f(2) = 0 = 4a-22430-22+2¢-24d = 0
Die Tangentengleichung bringt zwei Bedingungen.

(4) f(0) = f£1(0) = a-0*4b-03+c-0*+d-0+e = 0
(5) f(0) = fi(0) = 4a-03+3b-02+2c-0+d
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Die 5 Gleichungen kénnen zusammengefasst und vereinfacht werden. Man erhélt folgen-
des Gleichungssystem 5. Ordnung.

1) a +b 4c +d +e = 3
(2) 12a +6b +2c =0
(3) 32a +12b +4c¢ +d =0
(4) e =0
(5) d = -8

Aus Gleichung (4) und (5) konnen sofort die Losungen fiir d und e abgelesen werden.

[d=-8| [e=0]

Die Werte werden in die anderen drei Gleichungen eingesetzt, die Gleichungen werden
vereinfacht.

(1) a +b +c -8 +0 = 3 |+38
(2) 12a +6b +2c =0
(3) 32a +12b +4c -8 =0 [+38
(1) a +b +c = 11
(2) 12a +6b +2c = 0
(3) 32a +12b +4c = 8

Ubrig bleibt ein Gleichungssystem 3. Ordnung. Dieses Gleichungssystem kann mit jedem
beliebigen Verfahren gelost werden. Da hier auch innerhalb der Verfahren verschiedene



Varianten moglich sind, erfolgt hier nur beispielhaft eine Losung mit Hilfe der Cramer-

schen Regel.

11
0
8

1
12
32

1 1
6 2
12 4
1 1
6 2
12 4

— 264 4+ 16 — 48 + 264

24464+ 144 — 192 — 24 — 48

- 32
—32

a = 1

Ergebnis:
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244644144 — 192 — 24 — 48
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Ergebnis:

Der letzte fehlende Parameter ¢ kann beispielsweise aus Gleichung (1) durch Einsetzen
der bekannten Werte bestimmt werden.

a+b+c
1-8+c¢
c

Ergebnis:

Damit lautet die gesuchte Funktion:
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f(=)

xz* — 823 + 1822 — 8z




Losung zu b)
Die allgemeine Geradengleichung der Tangenten lautet:

folz) =mz+b

Zur Bestimmung der Tangentengleichung im Punkt 1 (1|3) wird die Steigung in diesem
Punkt benétigt. Diese wird mit Hilfe der ersten Ableitung bestimmt.

f'(z) = 42% — 242% + 36x — 8
f() =4
S =3
8

m =

13-24-14+36-1-38

Die Tangentengleichung lautet damit:

Um den Parameter b zu bestimmen, werden die Koordinaten des Punktes W (1|3) in die
Gleichung eingesetzt.

y = 8r+b
3 = 8:-1+b |-8
-5 =0

Die Tangentengleichung lautet: | fo(z) = 8x — 5




Losung zu c)

Nebenstehend ist der
Kurvenverlauf von ‘ y ,
f(z) und fy(z) dar-
gestellt.
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flzs) = falws)
s —8x3 +187% —8rg = 8rs—5 | —8rs+5
e — 8x% +182% — 16xs+5 = 0
Da eine Gleichung vierten Grades nicht analytisch gelost werden kann, bietet es sich an,
eine Polynomdivision mit der bekannten Nullstelle bei xg; = 1 durchzufiihren.

T
T

8y 4185 bz +5) ¢ (zs—1) = af-Tef+1lzg =5
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—Txy  +18z%  —16zs +5
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Es bleibt also noch diese Gleichung zu 16sen:
x% — Trg + 1lrg —5=0

Auch fiir diese Kubische Gleichung haben wir keine analytische Losung. Entweder durch
planvolles Probieren oder aus Kenntnis der Tatsache, dass die Gerade f5 als Tangente



im Wendepunkt eine doppelte Nullstelle ergeben muss, erhélt man als weitere Nullstelle:
Trs2 = 1

Eine weitere Polynomdivision ist mdoglich.

(:)5;.’; —7:1:5% +1lzg  —5) : (vg—1) = 2% —6x5+5
—(rg  —xy)
—62%  +1lzg =5
— (—62%  +6z5)

5£E5 -5
—(5%5 —5)
0

Dieser Restterm kann nun mit der p-g-Formel untersucht werden.

2% —6rs+5 = 0
$53/54 = 3:&\/9—5
Tszjsa = 3+2
Tg3 =1 Tsy =95

Damit haben wir genau zwei verschiedene Schnittstellen erhalten, die die Integrations-
grenzen darstellen. Die Fliche kann berechnet werden.

A = 74f2($)—f(%’) dx

5

= /(83(; —5) — (2" — 82° + 182% — 8x) du

1
5
= /_x4+8x3—18x2—|—16$—5d:v
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= —ng‘ + 22% — 62% + 822 — 5:15]
1

1 1
= (—5-55+2-54—6-53+8-52—5-5) — (—5-15+2-14—6-13+8-12—5-1)

= 50— (-1,2)
A = 512

Die gesuchte Fliche betrigt: | A = 51,2 FE




