Aufgabe 23
Gegeben sind die fiinf Vektoren:

T . -3 —4 . 1 0
a—= —57 b= Y C= 6 d= -3 €= -1
-2 12 z 5 4

a) Bestimmen Sie zunéchst die Parameter z, y und z so, dass die drei Vektoren a, b und
¢ paarweise aufeinander senkrecht stehen, also a_Lb, @_L¢ und b_Lc.

b) Berechnen Sie die Linge des Vektors bl

c) Nun soll der Parameter z in ¢ so verdndert werden, dass die drei Vektoren ¢, d und
€ komplanar werden.

d) Berechnen Sie den Winkel ¢, den die Vektoren d und & miteinander bilden!



Loésungen:
Lésung zu a)

Aus den drei Bedingungen fiir das Aufeinander-senkrecht-Stehen von jeweils zwei Vek-
toren konnen drei Gleichungen gebildet werden.

b = da-b =0 = x-(=3) +(=57)-y +(-2)-12 = 0
al¢ = a-¢ = 0 = z-(-4) +(-57)-6 +(-2)-z = 0
blé = b-2 = 0 = —3-(—4) ty-6  +12-2 = 0

Die drei Gleichungen werden in die Normalform gebracht. Man erhélt ein Linearglei-
chungssystem, das mit jedem beliebigen Losungsverfahren gelost werden kann.

(1) —3x —5T7y = 24
(2) —4x —2: = 342
(3) 6y +12: = —12

Zur Losung des Gleichungssystemes kommen mehrere Verfahren in Frage.

Losungsvariante 1: Einsetzungsverfahren
Gleichung (3) wird nach y umgestellt, das Ergebnis wird in beide anderen Gleichungen
eingesetzt.

by +12z = —12 |- 122
6y = —12—12z |:6
y = —2-—2z

Einsetzen in (1) und (2):
In (1) —3x—57-(-2—-2z) = 24

In (2) —dr — 2z = 342
—3r+ 114+ 114z = 24 | — 114

—4x — 2z = 342

=3z + 114z = =90

—4xr — 2z = 342

Fiir den néchsten Reduktionsschritt kommen wieder mehrere Losungsverfahren in Frage.
Ein sinnvolles Verfahren wére wiederum das Einsetzungsverfahren, indem die zweite
Gleichung nach z aufgelost wird.

—Ax — 2z = 342 | + 4z
—2z = 342 +4x | (=2)
z = =171 -2z
Das Ergebnis wird in die andere Gleichung eingesetzt.
—3r+114z = —-90
=3+ 114 (=171 —2x) = -=90
—3x —19494 — 228¢ = —-90 | + 19494
—231x = 19404 |:(-231)
r = —84



z=—171 -2z =—171—2-(—84) = -3
y=-2-22=-2-2.(=3)=4

Losungsvariante 2: Cramersche Regel

24 =57 0 | 24 57
342 0 =23
-12 6 12|12 ©

:E =
-3 =57 0 |3 —n7
-4 0 =21 0
0O 6 1210 ¢
~ — 1368+ 288 + 233928
N —36 — 2736
232848
2772
r = —84

Parameter y kann duch Einsetzen des Ergebnisses in Gleichung (1) bestimmt werden.

—3xr —>Hly = 24

3. (—84) —57y = 24
252 5Ty = 24 | —252
—57y = =288 |:(=57)

y = 4

Parameter z kann duch Einsetzen des Ergebnisses in Gleichung (3) bestimmt werden.

6y + 12z = —12
6-4+12z = —12
24+12z = —12 |—24
12z = =36 |:12
z = =3
Zusammengefasst: [xt = -84 y=4 z= -3

Losung zu b)

Die Léange eines Vektors ist sein Betrag.

B = /02 + 02 + 2 = \/(—3)2 + 42 + 122 = 13

Die Léange des Vektors betrigt: | 13 Léngeneinheiten




L6ésung zu c)

Zur Uberpriifung der Komplanaritit gibt es zwei unterschiedliche Ansitze, die zu zwei
vollig unterschiedlichen Losungswegen fiihren.

Loésungsvariante 1:
Die erste Variante geht von der Definition der Komplanaritit aus:

)\-8+u-cf = ¢

—4 1 0
A 6 +p-| =3 = -1
z 5) 4

Hierzu kann man die Komponentengleichungen aufstellen:

(1) X-(—4) +p-1 = 0
(2) A6 +p-(=3) = -1
(3) Az +p-5 = 4
(1) —4\ +u = 0
(2) 6 —3u = -1
(3) Aoz +5u = 4

Gleichung (1) wird nach p umgestellt:

—4A+p = 0 [+4A
o= 4X

Das Ergebnis wird in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt.

In(2) 6\ —3-4\ = —1
In(3) Az +5-4\ = 4
(2a)  6x  —12n = —1
(3a) Az 4200 = 4

Aus Gleichung (2a) kann A berechnet werden.

6N —12\ = -1
—6A =  —1 |:(=6)
1
A= -
6

Das Ergebnis wird in Gleichung (3a) eingesetzt:

A-z4+200 = 4

! + 20 L 4 |-6
6.2 6 — .
2420 = 24 |—-20
z = 4



Loésungsvariante 2:
In dieser Losungsvariante nutzt man den Lehrsatz aus:

c, d und & komplanar < det (5, cf, 5) =0
Diese Determinante wird aufgestellt und gleich Null gesetzt.

det(E,aZ@) — 0

—4 1 0
6 -3 -1 =0
z 5! 4
—4 1 0
6 -3 -1 = 0
z 5 4
48 —2—20—-24 = 0

4 = z
Ergebnis in beiden Varianten:

Losung zu d)

Die Bestimmung des Winkels ¢ kann mit Hilfe des nachfolgenden Lehrsatzes erfolgen.

-1 cosip =
-3

d-e
0 1 0
-1 “cosp = -3 |- -1
5 4 ( 5 4
V12+(=3)2+52- /02 + (—1)2+42-cosp = 1-0+(=3)-(-1)+5-4
\/%-\/ﬁ-cosgo = 23

23
COSpY = —F——r=
i V35 - V17
23

= arccos

V595

~ 19,454°

Zusammengefasst: | o ~ 19, 454°




