Aufgabe 12

An einen Berghang mit linearem
Verlauf soll eine Ski-Sprungschanze

gebaut werden. Der natiirliche Berg- gy /
hang dient dabei als Anlaufstre- /
cke. 8 /
Im unteren Teil biegt die Spur - //

im Punkt A ohne Knick ab
zum Schanzentisch im Punkt B.
Das Kurvenstiick, das den Hang
mit dem Schanzentisch verbin-
det, stellt ein Polynom drit- fo(z) /
ten Grades dar, wobei die Kur- i

/
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ve auf der Kante des Schanzenti-
sches im Punkt B einen Sattelpunkt

hat. /@)

Ein Koordinatensystem ist an den /
Hang angelegt, so dass der Koordi-
natenursprung genau senkrecht un-
ter der Kante des Schanzentisches
auf dem natiirlichen Hang liegt. Der 2 4 % 6 7
Schanzentisch bei Punkt B liegt ei-

ne unbekannte Hohe dariiber. (Achtung! Sie kénnen also nicht den aus der Skizze
ablesbaren Wert als gegeben voraussetzen!)
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Der Punkt A, bei dem das Kurvenstiick ohne Knick in den natiirlichen Hang einmiindet,
liegt bei A(5m|6m).

a): Bestimmen Sie die Lineare Funktion f;(z), die den Verlauf des Hanges darstellt!

b): Bestimmen Sie das Polynom dritten Grades fy(x), das den Verlauf des gebogenen
Kurvenstiickes darstellt!

c): Unter dem gebogenen Kurvenstiick muss ein Unterbau aus Beton angefertigt werden.
Wieviel m? Beton ist (ohne Beriicksichtigung des Fundamentes) erforderlich, wenn
der Unterbau 80 cm breit werden soll?

d): Wie grof} ist die Steigung des gebogenen Kurvenstiickes genau in seiner Mitte (waa-
gerecht gemessen)?



LOsung:

Zur besseren Ubersichtlichkeit erfolgen alle Berechnungen in der Einheit Meter. Die
Einheiten lasse ich bei den Berechnungen weg.

a) Die allgemeine Geradengleichung lautet:
filz) =mz+b

Der Graph der Gerade f; geht durch den Koordinatenursprung und den Punkt A(5[6).
Hieraus ergibt sich:
b=1yo=0
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Damit lautet die Geradengleichung: | fi(x) = 1,2z

b) Die allgemeine Gleichung fiir ein Polynom 3. Grades lautet:
fo(z) = az® + ba® + cx +d
Die ersten beiden Ableitungen werden ebenfalls benttigt.

filx) = 3ar?+2br+c
(x) = 6ax+2b

Nun koénnen die angegebenen Bedingungen in Gleichungen umgewandelt werden.
Bekannt ist der Punkt Punkt A(5]6):
(1) f2(5)=6 = a-5°+b-5°+c-5+d=6

Bekannt ist auch die Steigung im Punkt A(5]6):

6 6
(2) fé(5)=g = 3a-52+2b-5+c:g

Im Punkt B(0|?) liegt ein Sattelpunkt. Das ergibt zwei Bedingungen:

(3) f4(0) = 0 = 3a-02+20-0+c = 0
4) f/0) = 0 = 6a-0+2b = 0

Aus den Gleichunge (3) und (4) ergibt sich sofort:

c=0 und b=0



Setzt man diese Werte in (1) und (2) ein, erhdlt man das Lineargleichungssystem:

(1) 125 +d = 6
6
2) 75 = -
(2) 75 '
Aus Gleichung (2) kann a ausgerechnet werden.
75a = 0 | : 75
¢« = ¢ :

a = 0,016
Dieser Wert wird in (1) eingesetzt, um d zu bestimmen.

125a+d =
125-0,016 +d =
24+d =

d =

| —2

= O O O

Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung: | fo(z) = 0,01623 + 4

c) Zur Berechnung des Volumens wird zunéchst die in der gegebenen Skizze markierte
Fliache A benoétigt. Diese kann mit einem Integral berechnet werden, die Grenzen sind
mit 0 und 5 ja schon bekannt.
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A= [ 5@~ fle) do

o
ot

= /0,016x3 +4—12z dz

0
5
= /0,016953 —12x+4 dx

0
= [0,004z! — 0,622 + 4z];
= (0,004-5*—0,6-5°+4-5) — (0,004-0*—0,6-0°+4-0)
A =175

Die Fliche betrigt also 7,5 m?. Bei der Berechnung des Volumens der Betonmauer muss
noch die Mauerbreite beriicksichtigt werden.

V=A-b=75m?-80cm=7,5m?-0,8m = 6m>

Das Stiitzwandvolumen betragt:



d) Die Mitte zwischen 0 und 5 liegt bei 2,5. Die Steigung dort liefert die erste Ableitung
von fo.

fo(x) = 0,01623 + 4
f(z) = 0,048z
12,5) = 0,048 - 2,57
5(2,5) = 0,3

Die Steigung in der Mitte des Kurvenstiicks betréigt: |m = 0,3




