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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Einleitung

Manchmal tauchen bei der Bearbeitung komplizierterer Sachverhalte Bruchterme auf,
die man gern vereinfachen mochte. Ein Bruchterm ist ein Term in Form eines Bruches,
beispielsweise so etwas:
3ax?® — 6ax + 3a
3bx — 3b

Dieser Term ldsst sich folgendermaflen vereinfachen:

3ar® —6ar +3a  a-(x—1)
3bw—3b b

Die Frage, die sich stellt, ist die: Wie kommt man darauf? Die nachfolgende Anleitung
soll dies kléren.

3 Notwendige Grundlagen

Das notwendige ,, Werkzeug® sind die Kenntnisse einiger grundlegender mathematischer
Gesetze und Methoden. Dies sind vor allem:

Grundlagen der Bruchrechnung'

Das Distributivgesetz?

Die Binomischen Formeln®

Die Methode der Faktorisierung®

e Eventuell noch die Methode der Polynomdivision®

Wenn man iiber die Vereinfachung von von Briichen nachdenkt, kommt einem sicher
das ,,Kiirzen“ in den Sinn. Das ist zunécht eine gute Idee, aber leider gibt es da einen
Merkspruch, der uns immer wieder erinnern soll, dass es dabei Fallstricke gibt:

Aus Differenzen und Summen kiirzen nur die Dummen!

Sieht man sich das Beispiel aus der Einleitung an, dann sieht man sofort, dass sowohl im
Z#hler als auch im Nenner jeweils eine Summe steht. Der Begriff ,Summe® steht hier als
Oberbegriff sowohl fiir das Addieren als auch das Subtrahieren. Der Typ des Terms
wird immer bestimmt durch die letzte durchzufithrende Rechenoperatin. Dabei tut man

!Einzelheiten zur Bruchrechnung siehe hier:
https://dkdek.de/lib/exe/fetch.php/bruch.pdf

2Einzelheiten zum Distributivgesetz siehe hier im Kapitel , Regeln und Gesetze“:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/grundrechnen.pdf

3Einzelheiten zu Binomischen Formeln siehe hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/binom. pdf

4Einzelheiten zum Faktorisieren siehe hier im Kapitel ,, Hauptnennerbestimmung*:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/bruchgll.pdf

®Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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so, als ob die Parameter (die ,,Buchstaben) alles bekannte Zahlen wéren. Hier miisste
also zuerst 3ax?, 6ax und 3a separat ausgerechnet werden, bevor man diese drei Teiler-
gebnisse addiert. Die Regel ,, Punktrechnung geht vor Strichrechnung“ legt das so fest.
Ein Kiirzen ist also nicht ohne weiteres moglich. Man muss die Summenterme zunéchst
in Produktterme umwandeln. Erst dann kann ggf. gekiirzt werden. Man muss also mit
der Faktorisierung von Zéhler und Nenner beginnen.

3.1 Beispiel 1:

Betrachten wir unser Beispiel aus der Einleitung.

3ax® — 6ax + 3a
3bx — 3b
Um kiirzen zu konnen miissen wir sowohl den Zahler als auch den Nenner so weit

wie moglich faktorisieren, also in Faktoren zerlegen. Dazu priift man sinnvollerwei-
se zundchst, ob man etwas ausklamern kann. Wir beginnen mit dem Zéahler.

Man kann schnell erkennen, dass in jedem der drei Terme im Z&ahler ein a vorkommt.
Das kénnen wir also ausklammern:

3ax® — 6ax + 3a = a - (3z° — 62 + 3)

Das wire eine erste Faktorisierung. Man kann aber noch mehr ausklammern. In dem
Klammerterm steckt in jeden Teilterm noch die 3 als Faktor. Also kénnen wir die 3 auch
noch ausklammern.

317 —6r+3=3- (2 — 22+ 1)

Zusammengefasst erhalten wir fiir den Zahler:
3ax® — 6ax + 3a = 3a - (z° — 22+ 1)

Weiter léasst sich nichts ausklammern. Nachdem nun das Ausklammern fertig durch-
gefithrt ist, empfiehlt es sich zu priifen, ob nicht vielleicht noch eine Binomische Formel
passen konnte. Das ist hier tatséchlich der Fall, die zweite Binomische Formel lésst sich
anwenden.

2 =2 +1=(z—1)>

Somit lésst sich der Zahler wie folgt faktorisieren:
3ax® — 6ar +3a=3-a- (v —1)
Jetzt konnen wir uns um den Nenner kiimmern. Er lautet:

3bx — 3b

6Wer das nicht sofort erkennt, sollte hier im Kapitel ,, Grundsétzliche Vorgehensweise“ einmal nachle-
sen, wie man das erkennen kann: https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/gleich00.pdf
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Auch hier kénnen wir etwas ausklammern. Wie schon im Zahler steckt auch im Nenner
in jedem Term eine 3, die ausgeklammert werden kann.

3bx —3b=3- (bx —b)

Das war aber noch nicht alles. In jedem Term in der Klammer steckt noch ein b, das
ebenfalls ausgeklammert werden kann. Wir erhalten:

3bxr —3b=3-(bx —b)=3-b-(z—1)

Damit konnen wir den gegebenen Bruch in faktorisierter Form aufschreiben und sowohl
durch 3 als auch durch den Term (z — 1) kiirzen.

3ax? —6ar+3a  3-a-(x—1)° a-(x—1) ar—a

3bx—3b  3-b-(x—1) b b
3.2 Beispiel 2:
Sehen wir uns noch ein weiteres Beispiel an.
2 _ .2
xt—y o
r—y

Wie kann man hier vorgehen?

Manch einer kommt hier (leider) auf die Idee zu sagen, dass der Zé&hler einfach das
Quadrat des Nenners ist. Man miisste also nur die Quadrate im Zahler gegen den Nenner
kiirzen und erhielte dann:

r—Yy
Dann wiire aber die zweite Binomische Formel falsch, denn sie sagt:

(a —b)* = a® — 2ab + b und nicht: (a —b)* = a® — b

So geht es also nicht. Es gibt aber auch noch eine dritte Binomische Formel, die hier
tatsidchlich anwendbar ist. Dann lédsst sich wieder ein Term kiirzen und das Ergebnis
wird recht einfach.
=y (x+y) (v —y)
Ty T =y
Wir sehen, das Ergebnis erinnert an des falsche Ergebnis von oben, nur das Vorzeichen
in der Mitte ist anders. Ein wesentlicher Unterschied!




3.3 Beispiel 3:

Sehen wir uns als weiteres Beispiel diesen Bruch an.

6a% — Tab + 2b? .
4a — 2b o

Da lésst sich auf den ersten Blick kaum etwas faktorisieren. Lediglich im Nenner lasst
sich eine 2 ausklammern, im Z&hler geht garnichts. Auch eine Binomische Formel kommt
nicht in Frage. Dann machen wir wenigstens das, was erkennbar zu machen ist.

6a? — Tab + 2b? B 6a® — Tab + 2b?
4a—2b  2-(2a—0)

In der Zusammenstellung der notwendigen Grundlagen auf Seite 3 hatte ich die Moglichkeit
einer Polynomdivision erwihnt. Was das ist und wie es funktioniert, kénnen Sie (in
einem anderen Skript) ausfiihrlich hier nachlesen:

https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf

Ich gehe daher hier davon aus, dass Sie die Hintergriinde kennen.

Nachdem wir nun useren Bruch durch Ausklammern und versuchter Anwendung von
Binomischen Formeln mit méaligem Erfolg so weit faktorisiert haben, stellt sich jetzt die
Frage, ob wir mit einer Polynomdivision weiter kommen. Da nur dann eine weitere
Faktorisierung sinnvoll weiterhelfen kann, wenn im Zéahler ein Faktor steckt, der auch im
Nenner zu finden ist. Daher lohnt es sich, ,ins Blaue hinein“ einfach mal zu versuchen,
ob der Zéahler durch den Klammerterm im Nenner teilbar ist.

(6a®* —T7ab +2b*) : (2a—0b) = 3a—2b

—(6a®>  —3ab)
—4ab  +2°
— (—4ab +2b%)

0
Das hat geklappt, der Zahler ldsst sich also folgendermafien faktorisieren:
6a* — Tab + 20> = (2a — b) - (3a — 2b)

Wenden wir diese Faktorisierung an, dann léasst sich der Bruch tatséchlich kiirzen, und
zwar durch den Term (2a — b).
6a> — 7ab+20*  (2a—b)-(3a—2b) 3a—2b
4a —20 2-(2a—-0) 2
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3.4 Vorgehensweise

Fassen wir einmal zusammen, wie wir sinnvollerweise vorgehen kénnen.

1. Zunéchst klammert man im Z&hler und im Nenner alles aus, was sich ausklammern
lésst.

2. Danach priift man in den verbleibenrden Klammertermen, ob nicht irgendwo eine
der drei Binomischen Formeln zum Faktorisieren angewendet werden kann.

3. Bleiben noch Klammerterme iibrig, die mindestens drei Summanden enthalten,
dann kann es gut sein, dass eine weitere Zerlegung durch eine Polynomdivision
moglich ist. Sinnvoll kommen dabei nur einfache Klammerterme zum Dividieren
in Frage, die bereits anderswo im Bruch vorkommen.

Nachfolgend habe ich ein paar Ubungsaufgaben zusammengestellt, an denen Sie die
gewonnenen Erkenntnisse iiben kénnen. Die zugehorigen Losungen finden Sie dann im
Anschluss.



4 Aufgaben

Nachfolgende Terme sollen so weit wie moglich vereinfacht werden!

4.1 Aufgabe 1

a’® + 2ab + b?
a+b

4.2 Aufgabe 2

a® — 2ab + b?
a—>b

4.3 Aufgabe 3

4.4 Aufgabe 4
6a® — 12ab + 6b* B

2a — 2b
4.5 Aufgabe 5
Sut —20y°
x? 42y

4.6 Aufgabe 6

6a%b*c — dab3c?

3abc — 2bc?

4.7 Aufgabe 7

60a3 + 75a%b — 40ab — 500> B
40a2b? + 15ab3 S



5 Losungen

Nachfolgende Terme sollen so weit wie moglich vereinfacht werden!

5.1 Aufgabe 1

a’+2ab+0°
P =...
Im Zéhler steckt die erste Binomische Formel. Damit wird umgeformt und anschieflend
gekiirzt.

a’+2ab+0>  (a+Db)?
a+b  a+b

a’® + 2ab + b?

—————— = a+b
a+b

5.2 Aufgabe 2

a2—2ab+b2_
BT

Im Zahler steckt die zweite Binomische Formel. Damit wird umgeformt und anschieflend

gekiirzt.
a’>—=2ab+b0>  (a—b)’

a—>b  a-—b
a’® — 2ab + b?
Taoy o et
5.3 Aufgabe 3
CL2_62
a—b

Im Zahler steckt die dritte Binomische Formel. Damit wird umgeformt und anschieflend
gekiirzt.

a’ —? (a+0b)(a—0)
a—>b

= a+b

a—>
a® — b?

a—>




5.4 Aufgabe 4

6a? — 12ab + 6>
2a —2b
Hier kann im Z&hler die 6 ausgeklammert werden. Danach lésst sich die zweite Binomi-

sche Formel anwenden. Auch im Nenner kann ausgeklammert werden, allerdings nur die
2. Anschliefend wird gekiirzt.

6a® — 12ab + 6b* 6 - (a® — 2ab + b*)

2a — 2b 2-(a—0)
6a* —12ab+ 6V 6 (a—b)?
20— 2b  2-(a—0)
6a® — 12ab + 6b°
2a — 2b = 3-(a=b)
6a® — 12ab + 6b _ %
2a — 2b - e
5.5 Aufgabe 5
Sut —20y°
2+ 23

Hier kann im Zéhler eine 5 ausgeklammert werden. Anschlielend kann die dritte Bino-
mische Formel angewendet und anschiefend gekiirzt werden.

Sat —20y° 5. (2t —4y°)

224+ 2y3 a2+ 23

Sut —20y° 5. (2® +2y°) - (2% - 2°)
2?2 + 2y3 2?2 + 2y3

St — 2090

g - )

S5at — 2090

A R T
x? 4 293 v Y

5.6 Aufgabe 6
6a’b3c — dab3c? B
3abc — 2bc?

Zunéchst versucht man, im Zahler und im Nenner moglichst viel auszuklammern. Das
geht hier mit 2ab3c im Zihler und bc im Nenner.

AnschlieBend kann durch bc und den Klammerterm (3a — 2¢) gekiirzt werden.

6a’b’c —dab’c®  2ab’c- (3a — 2¢)
3abc — 2bc®  bc- (3a — 2c)

= 2ab?
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5.7 Aufgabe 7
60a® + 75ab — 40ab — 500? B
40a%b? 4+ 15ab3 S

Zunéchst versucht man, im Zahler und im Nenner moglichst viel auszuklammern. Das
geht hier mit 5 im Zihler und 5ab? im Nenner.

60a® + 75a%b — 40ab — 50b* 5 (12a® + 15a%b — 8ab — 10b?)
40a2b? + 15ab? B 5ab? - (4a + 5b)

Im Z&ahler kommt eine Binomische Formel schon deshalb nicht in Frage, weil hier vier
Summanden stehen und im Nenner auch nicht, weil bei zwei Summanden ein Minuszei-
chen dazwischen stehen miisste. Moglicherweise steckt der Klammerterm (4a + 5b) im
Nenner als Faktor im Klammerterm (12a® + 15a?b — 8ab — 10b%) des Zihlers. Das ldsst
sich durch eine Polynomdivision feststellen.

(12¢* +15a%h —8ab —100%) : (4a+5b) = 3a2—2b
—(12a®> +15a?b)

—8ab  —10b2
— (=8ab —10b?)
0

Tatséchlich hat das gepasst. Der Zahler kann also hiernach faktorisiert werden.
60a” + 75a°b — 40ab — 500 5 - (4a + 5b) - (3a® — 2b)
40a2b? + 15ab? B 5ab? - (4a + 5b)

Jetzt kann durch die Zahl 5 und den Term (4a + 5b) gekiirzt werden. Dadurch wird der
Bruch deutlich einfacher.

60a” + 75ab — 40ab — 500* 5 - (4a +5b) - (3a* —2b)  3a® —2b
40a%b? + 15ab? B 5ab? - (4a + 5b)  ab?
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