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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email

w.kippels@dokom.net

an die folgende Adresse:

Vielen Dank!



2 Einleitung

Hier werden etliche Ubungsaufgaben zum Erstellen von Ableitungen diverser Funktio-
nen vorgestellt. Es soll jeweils die erste und die zweite Ableitung gebildet werden.
Unter der zweiten Ableitung versteht man die Ableitung der (ersten) Ableitung. Man
betrachtet also die zundchst bestimmte Ableitung als gegebene Funktion und leitet diese
noch einmal ab.

Die notwendigen Grundlagen sind hier zu finden:

http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/ablreg.pdf

3 Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen!

3.1 Funktion 1
f(z) =32* — 22 — 8z +3

3.2 Funktion 2
fla) =z +é

3.3 Funktion 3
f(x) = 052" + 2° — 22° — 15

3.4 Funktion 4
flz)y=x - (x+1)
3.5 Funktion 5
fl@)=(22-1) - (1 -x)
3.6 Funktion 6

flz) = (222 —1)- (2% + 1)

3.7 Funktion 7

f(x) =sinzx + cosx


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/ablreg.pdf

3.8 Funktion 8

3.9 Funktion 9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

Funktion 10

Funktion 11

Funktion 12

Funktion 13

Funktion 14

Funktion 15

Funktion 16

Funktion 17

Funktion 18

f(z) =3-sinz

f(z) =sin3x

f(x) =sin”x

f(z) =sin®z

f(z) =sin*z

f(z) = sin 2

f(z) = cosa®

f(z) = sin 32

flw) = et
fla) = et
f(l') — esin T



3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27
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Funktion 19

Funktion 20

Funktion 21

Funktion 22

Funktion 23

Funktion 24

Funktion 25

Funktion 26

Funktion 27

Funktion 28

Funktion 29

f(a:) — 1021+5

f(l’) _ e(3x+2)2

f(x) =42 — 122* + o0 — 72

f(z) = 22° — 3e*2°

f(z) =2z +5) - (3x —4)

f(z) =2 -sinx

f(z) = (2% +3x) - "



3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

Funktion 30

Funktion 31

Funktion 32

Funktion 33

Funktion 34

Funktion 35

Funktion 36

2 —dr+4
T -er
f(x):5x—1

f(z) =sinx - cosx

f(z) =sina*



4 Losungen

4.1 Funktion 1
f(z) =32" —22* — 81 +3

Die Ableitungen koénnen mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden.

fl(r) = 3-42°—2-22' -8
= 1223 — 42 -8

f"(x) = 12-32%2 -4
= 362%—4
4.2 Funktion 2
f(z) =2+ €

Die Ableitungen koénnen mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden. Zu bemerken ist allenfalls, dass e &~ 2,718 und damit
auch e? ~ 7,389 eine Konstante ist und entsprechend behandelt wird.

flx) =1
f'@) =0
4.3 Funktion 3
f(x) = 052" +2° — 22° — 15

Die Ableitungen koénnen mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden.

fl(z) = 05423+ 32% — 2. 22!
= 2234 322 — 4x

f"(x) = 2-322+3-22' —4
= 62°+ 6z —4
4.4 Funktion 4
fx)=z-(z+1)

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

ulx) = =z = u(x) =1
v(iz) = xz+1 = J(@) =1



flla) = (@) v(@)+u(z) ' (z)
= 1l-(z+1)+z-1
= z4+1+4+=x
= 2z+1

Die 2. Ableitung kann mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden.

fl/(l.) — 2
Alternativ kann man die erste Ableitung auch ohne die Produktregel bestimmen, in-

dem man zunéchst bei f(x) die Terme ausmultipliziert und danach mit Summen- und
Konstantenregel weiter arbeitet.

flx) = w-(z+1)

= 2>+
fllz) = 2z+1

4.5 Funktion 5

fl@) = Q2 —1)-(1-x)

Auch diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel ver-
wendet. Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

o ulz) = 20—-1 = J(zr) = 2
e v(zr) = 1—2 = V() = -1
filx) = (z)-v(@) + u(z) - v'(z)
= 2-(1-2)+2z—-1)-(-1)
2—-2x—-2zx+1
= —4x+3

Alternativ kann man die erste Ableitung auch ohne die Produktregel bestimmen, indem
man zundchst bei f(z) die Klammern ausmultipliziert und danach mit Summen- und
Konstantenregel weiter arbeitet.

flx) = (2z-1)-(1 -2
20 — 222 —1+x
= -2+ 3z -1

fl(x) = —=2-2x+43
= —4dx 43

Die 2. Ableitung kann mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden.

/() = 4
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4.6 Funktion 6
flz)=(22% = 1)- (22® + 1)

Auch diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel ver-
wendet. Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u(r) = 222 -1 = J(v) = 4z
v(r) = 222+1 = V() = 4x

Fla) = w(@)- @) +ule) ()

= 4z 222+ 1)+ (222 - 1) - 4

= 823 +4x + 82° — 4x

= 1623
Alternativ kann man die erste Ableitung auch ohne die Produktregel bestimmen, indem
man zunéchst bei f(x) die Klammern ausmultipliziert und danach mit Summen- und
Konstantenregel weiter arbeitet.

fl@) = (222 1) (22° +1)
= 4ot 4+ 222 — 222 -1
= 42t —1

fl(x) = 4-42°
= 1623

Die 2. Ableitung kann mit der Konstantenregel und mit Hilfe der Potenzfunktion be-

stimmt werden.
f"(z) = 16- 322
= 48z?

4.7 Funktion 7

f(x) =sinx + cosx

Die Ableitungen kénnen mit der Summenregel bestimmt wrden.

f'(x) = cosx —sinz
f’(x) = —sinz —cosx
4.8 Funktion 8
f(z)=3-sinz

Die Ableitungen kénnen mit der Konstantenregel bestimmt werden.

f'(x) = 3-coszx

f’(x) = 3-(—sinz)

= —3-sinzx
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4.9 Funktion 9
f(z) =sin3x

Hier haben wir die Funktion von einer Funktion. Daher kommt die Kettenregel zum

Einsatz.
e g0) = 3 = g = 3

e flg) = sing = [fg) = cosyg
Jetzt kann die Kettenregel angewendet werden.
fx) = f'g)-g(x)
= (cosg)-3
= (cos3z)-3
f'(x) = 3-cos3x

Auch fiir die zweite Ableitung ist die Kettenregel erforderlich.

o g(x) = 3z = ¢'(zr) = 3
o flg) = 3-cosg = [f(g) = —3-sing

Hiermit kann die Kettenregel angewendet werden.

f'(x) = f'(9)-g'(x)
= (—3-sing)-3
= (—3-sin3z)-3
f"(r) = —9-sin3x

12



4.10 Funktion 10
f(z) =sin*z

Auf den ersten Blick ist dies fast das gleiche, wie bei Funktion 9. Tatséchlich muss aber
hier zuerst der Sinuswert bestimmt werden, bevor die zweite Potenz gebildet wird. Daher
ist jetzt die Sinusfunktion die innere Funktion.

o g(x) = sinx = ¢(zr) = cosx
e flo) = ¢ = [fl9 =2
Hiermit kann die Kettenregel angewendet werden.
fl@) = fg)-g'(x)
= 2¢g-cosx
f'(x) = 2-(sinx)-cosz

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung kommt die Produktregel zum Einsatz.

u(xr) = 2sinz = u/(r) = 2cosx
v(r) = cosx = v(r) = —sinz

Die Produktregel kann angewendet werden.

f'(w) = (z)-v(r) +ulr) - V' (z)
= 2-(cosx)-cosx+2-(sinz) - (—sinz)

= 2.co82x —2-sin’zx

13



4.11 Funktion 11
f(z) =sin®z

Auch hier muss die Kettenregel angewendet werden. Dabei ist die Sinusfunktion die

innere Funktion.
e g(xr) = sinz = ¢(x) = cosx

e flg9) = ¢ = [fllg = 3¢

Hiermit kann die Kettenregel angewendet werden.

') = f'(g)-g'(x)
= 3¢%-cosx
f'(x) = 3sin’x-cosx

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung kommt wie zuvor die Produktregel zum Einsatz.
Ebenso benotigen wir bei der Bestimmung von «'(x) in der Nebenrechnung auch noch
die Kettenregel.

g(x) = sinz = ¢'(r) = cosz
_ 9.2 / _
e u(z) = 3sin’z = Z,L(g) = 39 = wlg) = 6
u'(xr) = 6g-cosx
= 6-(sinz)-cosx
o v(zr) = cosz = v'(z) = —sinzx

Die Produktregel kann angewendet werden.

f'(w) = u(z) o) +u(r) V' (z)
= 6-(sinw) - (cosx)-cosx + 3 (sin®z) - (—sinw)
f"(r) = 6-(sinx)-cos’z — 3sin®x
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4.12 Funktion 12
f(z) =sin*z

Auf den ersten Blick ist dies das gleiche, wie bei Funktion 4. Tatsdchlich muss aber hier
zuerst der Sinuswert bestimmt werden, bevor die vierte Potenz gebildet wird. Daher ist
jetzt die Sinusfunktion die innere Funktion.

e g(x) sinz = ¢'(x) = cosx
e fl9h = 9" = [l = 4¢

Hiermit kann die Kettenregel angewendet werden.

f'@) = f'(9)-9g'(x)
= 4¢%-cosx
f'(x) = 4-sin®z-cosx

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung kommt wie zuvor die Produktregel zum Einsatz.
Ebenso benotigen wir bei der Bestimmung von «'(x) in der Nebenrechnung auch noch
die Kettenregel.

o g(xr) = sinx = ¢'(r) = cosz
i o ulg) = 4¢° = u'(g) = 12¢°
o u(x) = 4sin°z = W(z) = 12g°-cosz
= 12-(sin’x) - cosz
e v(x) = cosx = v'(x) = —sinz
Die Produktregel kann angewendet werden.
['(a) = (z)-v() + ulz) - (z)
= 12-(sin®z) - (cosx) - cosz + 4 - (sin®z) - (—sinx)
2

f"(x) = 12-(sin®z) - cos®x — 4sin* z

15



4.13 Funktion 13
f(z) = sin 2

Hier haben wir wieder ein Beispiel einer Funktion von einer Funktion, also zur Anwen-
dung der Kettenregel. Die innere Funktion ist der Teil, der zuerst berechnet werden
muss. Das ist in diesem Fall das z2. Daher muss dieser Term als g(z) bezeichet werden.

o gz) = 22 = ¢ = 22
) = sing = f'(9) = cosg

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

flx) = g'x)-f9)
= 2x-cosg
f'(r) = 2x-cosz?

Fiir die zweite Ableitung bendtigen wir die Produktregel, denn f(x) ist das Produkt
zweier Teilfunktionen. Dabei ist zur Bestimmung von v’(x) als Nebenrechnung noch
zusétzlich die Kettenregel notwendig.
o uz)=2r = u(r)=2

o gr)=2> = J@@)=20
o v(z)=cosz? = e v(g)=cosg = '(g)=—sing

v'(x) =2z - (—sing) = —2z - sinx?
Die Produktregel kann angewendet werden.

f'(x) = (@) o) +u(z) - v'(x)
= 2-cosz?+ 2z (—2x - sinx?)
f"(z) = 2-cosx? — 4z%sin x?

16



4.14 Funktion 14

f(z) = cosa®

Auch hier kommt die Kettenregel zur Anwendung. Die innere Funktion ist der Teil, der
zuerst berechnet werden muss. Das ist in diesem Fall das x3. Daher muss dieser Term
als g(z) bezeichet werden.

"(z) = 3a2?

glz) = 2 = g
) = fg) = —sing

[ J
e fly
Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

fll@) = g(=)- f(9)
= 322 (—sing)
f'(z) = —32%-sinz?

Fiir die zweite Ableitung bendtigen wir die Produktregel, denn f(x) ist das Produkt
zweier Teilfunktionen. Dabei ist zur Bestimmung von v’(x) als Nebenrechnung noch
zusétzlich die Kettenregel notwendig.

o u(z)=-32> = u(zr)=—-6z
o glz)=2 = ¢(x)=32"
e v(z)=sinz® = e u(g)=sing = V(g9)=-cosyg

v'(z) =322 - (cosg) = 3x? - cos 3

Die Produktregel kann angewendet werden.

f'(w) = (x) o) +ulr) -V (z)
= —6x-sinaz® — 32? - 32? - cosx?
f"(x) = —6x-sinz®— 9z cosx?

17



4.15 Funktion 15
f(z) = sin 3z

Hier haben wir wieder ein Beispiel einer Funktion von einer Funktion, also zur Anwen-
dung der Kettenregel. Die innere Funktion ist der Teil, der zuerst berechnet werden
muss. Das ist in diesem Fall der Term 3z*. Daher muss dieser Term als g(x) bezeichet
werden.

() = 1223

o g(z) = 3t g
) f'(g) = cosg

=
= sing =

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

f@) = d()- f(g)
= 1223 -cosg
= 1223 - cos 3x?

Fiir die zweite Ableitung bendtigen wir die Produktregel, denn f(x) ist das Produkt
zweier Teilfunktionen. Dabei ist zur Bestimmung von v’(x) als Nebenrechnung noch
zusétzlich die Kettenregel notwendig.
o u(z)=122> = u(x)= 362>

o g(x)=3z" = ¢(z)=1223
e v(z)=cos3z? = e v(g)=cosg = V(g9)=—sing

V() = 1223 - (—sing) = —1223 - sin 3!

Die zweite Ableitung kann damit gebildet werden.

f'a) = u(x)-v(r) +ulr) - v'(x)
= 3627 - cos 3zt + 1223 - (—1223 - sin 3z*)
f"(z) = 3622 cos3z* — 1442° sin 32*

18



4.16 Funktion 16
fla) = e+

Auch hier erkennt man eine Unterfunktion (der Exponent). Darum wird die Kettenregel

verwendet.
gx) = z+2 = 4(x) = 1

)
flg) = ¢ = fllg) = ¢

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

Fo) = gt 1)
o) = e

Schaut man sich die Ableitung an, stellt man fest, dass sie identisch mit der Stamm-
funktion ist. Daher kann man auch sofort die zweite Ableitung angeben, da sie nach
gleichem Muster gebildet wird.

f// ( :L’) — ez+2

4.17 Funktion 17
fla) = e

Wieder muss die Kettenregel verwendet werden.
o glx) = 2z—-1 = g(z) = 2
) = ¢ = f'lg) = ¢

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

f'l@) = (=) f(g)

fla) = 2.
Auch fiir die zweite Ableitung ist wieder die Kettenregel zustiandig.
= 2r—1 = J(x) = 2

)
o flg) = 20 = [flg) = 2

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

f'(x) = (=) f'(g)
f”(.ﬁlf) = 4. 62:2—1

19



4.18 Funktion 18
f(I) — esina:

Auch hier muss die Kettenregel verwendet werden.

e g(x) sinx = ¢'(x) = cosx

e flg) = ¢ = [fllg = ¢

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

f'e) = d'(x)- f’(g)
= (cosz)-e
f'(z) = e™%.cosx

Die erste Ableitung stellt sich als Produkt dar. Wir miissen also die Produktregel anwen-
den, um die zweite Ableitung zu bestimmen.

o u(z) = " = u(z) = "% cosx (Siehe f’(:c))

o v(x) = cosx = V(r) = —sinx
Die Produktregel kann angewendet werden.

f(x) = u(z) v(z)+u(z) v'(z)
= "M% .cosx-cosx + M - (

f”(l’) — esinac . COS2 T — esinz .sin

—sinz)

20



4.19 Funktion 19

fla)=e"
Auch hier muss die Kettenregel verwendet werden.
e glz) = *—z = ¢(x) = 20—1
e flg) = ¢ = f'lg) = ¢

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.
flx) = ¢'(z)- f’(g)
= (2z—-1)-e
o) = @0—1) e

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung muss die Produktregel angewendet werden, da
f'(x) ein Produkt darstellt.

o ulz) = 20—-1 = J(z) = 2

2

e v(z) = & = W(z) = 2z-1)-" (siehe f’(x))

Die Produktregel kann angewendet werden.

) = ) o) bul) V@)
= 2 ex*x+(2x—1) (2x—1)-e$f
= 2 ex_x+(233—1) et
= 2.4 (422 — 4z +1)-e
= (2+42° —da+1)-e vt

f”(l') — (41.2 4$+3) 22—z

21



4.20 Funktion 20
f(x) — 1022+5

Hier haben wir ein Problem. Eine Potenzfunktion mit 10 als Basis ist nicht als Grund-
funktion bekannt. Daher muss die Funktion so umgeformt werden, dass man anstelle der
10 das e als Basis erhélt. Man ersetzt die 10 durch einen Term e®, wobei man z noch
bestimmen muss. Dazu benotigt man Grundkenntnisse von Logarithmen ['] Wir 16sen die
Gleichung nach z auf.

e = 10 |ln...

z = Inl0

In 10

Setzt man fiir die 10 den Term e* = ™™ ein, so ldsst sich die Funktion folgendermaflen

umformen:
f (Z’) —_ 102:p+5
= oln 10)2w+5

_ e(ln 10)-(2z+5)
f(.flf) — €2x~h’1 10+5:1n 10

In dieser Form kann die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel bestimmt werden.

o g(z) = 20-In104+5-In10 = g¢'(z) = 2-In10
e flg) = ¢ = fllg) = ¢

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.

fi(z) = g(z)- f(9)
= (2-In10) -9
= (2-1n10) - 2vn10+51In10
f/(x) = (2 -1n 10) . 102x+5

Fiir die zweite Ableitung kommt erneut die Kettenregel zum Einsatz. Hierbei geht man
wieder von dieser Form der ersten Ableitung aus:

F(z) = (2-1In10) - 2¥ 1045110
Die Unterfunktion und die Teilableitungen werden aufgestellt.

e g(z) = 22-In104+5-In10 = ¢'(z) = 2-In10
e flg) = (2-In10)-e = f'(g) = (2-In10)-e

Mit diesen Werten kann die Kettenregel angewendet werden.
f'(x) = g'(z)- f'(g)

f'(

= (2 In10)-e9-(2-1n10)

— (2 11110)2 2xln10+51n10
)

f"(x) = 4-(In10)?-10%+5

!Grundlagen der Logarthmen findet man hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/logarit.pdf
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4.21 Funktion 21
f(x) _ e(3x+2)2

Versucht man, die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel zu bestimmen — der Exponent
ist dabei die innere Funktion — dann stellt man fest, dass auch beim Ableiten der in-
neren Funktion noch einmal die Kettenregel erforderlich ist. Daher beginne ich mit der
Ableitung des Exponenten.

g(z) = (3z +2)*

Diese Teilfunktion wird nun abgeleitet.

o h(z) = 3x+2 = N(x)
o gh) = h? = g(h) = 2h

Il
w

Mit diesen Werten kann nun ¢'(z) mit Hilfe der Kettenregel bestimmt werden.

g(xz) = g'(h)-N(z)
= 2h-3
= 2-(3z+2)-3
gx) = 6-3z+2)

Es folgt die &uflere Funktion un deren Ableitung.

e floh=¢" = [flg)=¢

Mit diesen Werten kann jetzt die erste Gesamt-Ableitung bestimmt werden.

I
aQ
o
+ o
P
w

Fiir die zweite Ableitung ist jetzt die Produktregel zustéandig.

o u(z) = B+ = u(z) = . 6. (3x +2) (siehe f’(a:))
e v(z) = 6-Bz+2) = V(xr) = 18

Die Produktregel kann angewendet werden.

() = u(z) v(z)+u(z) v (z)
= B2’ 6. 3z +2)-6- (3x+2) +eB22° .18
— e(3x+2)2 .36 - (31, + 2)2 + 6(3x+2)2 .18
= B2 36 (922 4 122 + 4) 4 B2 . 18
= eBu+2)? (32422 4 432x + 144) + B2 . 18
f(x) = eBr2* . (32422 4 4322 + 162)
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4.22 Funktion 22

2 + 1
f(x):2z—1

Die Funktion ist als Bruch, also als Quotient dargestellt. Daher kommt natiirlich die
Quotientenregel zum Einsatz. Wir bestimmen zunéchst die Teilfunktionen des Z&hlers
und des Nenners sowie deren Ableitungen.

wz)=2r+1 = d(x)=

2
v(ir)=22x—-1 = J'(x)=2

Diese Terme setzen wir geméafl der Quotientenregel ein und erhalten die erste Ableitung.

uw'(x) - v(x) —u(x) - v (x)

f,(l'> = 02(1,)

, 2. (20— 1)~ (20 +1)-2
, 4y — 2 —4x — 2

flz) = (20 — 1)

, —4

fllz) = Gz 1)y

Fiir die zweite Ableitung kommt wieder die Quotientenregel zum Einsatz. Die hierbei
festgelegten Unterfunktionen u(z) und v(z) haben nichts mit den gleichnamigen Unter-
funktionen aus der Bestimmung der ersten Ableitung zu tun. Die Namen werden also
neu vergeben.

Tipp: Fiir die Ableitung der Nennerfunktion v(z) = (2x —1)? bendtigen wir die Ketten-
regel. Man konnte zwar auch vorher den Nennerterm mit Hilfe der zweiten Binomischen
Formel in ein Polynom verwandeln, das dann einfach abzuleiten ist, aber davon méchte
ich abraten. Warum?

Normalerweise ist das Bestimmen der zweiten Ableitung kein Selbstzweck, sondern man
benotigt sie, um damit weiter zu arbeiten. Da ist es giinstig, wenn man sie zuvor verein-
facht. Das geht tmmer besser, wenn die faktorisierte Form aus der Kettenregel vorliegt,
denn dann man kann den Bruch kiirzen. Das schaun wir uns jetzt an.
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(22 —1)?

u'(z) =0
g(x) =22 -1
v(g) = g°

44
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4.23 Funktion 23

21
)= o

Auch bei dieser Funktion kommt die Quotientenregel zum Einsatz, weil sie einen Bruch
darstellt. Die Teilfunktionen und deren Ableitungen lauten:

wz) = 22-1 = J(v) = 2«
v(z) = 22+1 = J(z) = 22

Diese Terme setzen wir geméafl der Quotientenregel ein und erhalten die erste Ableitung.

w(x) - v(x) —u(z) - v'(x)

f/(.%') = 1}2(1})
, 2 (@ 1) (2® — 1) 20
flz) = (224 1)2
, B 223 + 2 — 222 + 2
) = (24 1)2
, B 4x
f(z) @)y

Fiir die zweite Ableitung kommt wieder die Quotientenregel zum Einsatz. Auch hier
empfehle ich, den Nennerterm nicht auszumultiplizieren, sondern lieber fiir v'(z) die
Kettenregel zu verwenden.

u(z) =4 = u'(x) =4
g(z) =22 +1 = J(z) =2
) =@ +1)" = { v(g) =g = V(g) =29=2(2*+1)
V(z) =2z-2(2+1) = 4da(z*+1)

f”(ZE) = UQ(I')
4 (2?4+1)% — 4o - dax(2* + 1)
f'(x) =
T
f(x) = - 1();111(;5@2 1) |(#* + 1) ausklammern
. (22 +1)-[4- (2 +1) — 1627] )
@) = CESIL | kiirzen
. 4 (2 + 1) — 1622
Ji) = (24 1)3
" 4% + 4 — 1622
filz) = (24 1)3
S 12244
f"(x) NS
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4.24 Funktion 24
222 — 31 + 4
J(w) = 2 —2x+1
Auch bei dieser Funktion kommt die Quotientenregel zum Einsatz, weil sie einen Bruch

darstellt. Wie die Losung dann aussieht, héangt zunéichst davon ab, ob man erkennt, dass
der Nenner sich als Binomische Formel darstellt:

> =2z +1=(z—1)°

Nutzt man das aus, dann kann man die Ergebnisterme besser vereinfachen, wie man im
Laufe der Rechnung sieht.

Loésungsweg 1: Nehmen wir zundchst an, wir héitten nicht erkannt, dass der Nenner
umzuformen geht. Dann lauten die Teilfunktionen und deren Ableitungen:

u(z) = 222 -3x+4 = J(r) = 4xr—3
v(z) = 2*—2z+1 = J(zr) = 20—2

Diese Terme setzen wir geméafl der Quotientenregel ein und erhalten die erste Ableitung.

u'(2) -v(x) —ufz) - v'(2)

/ —
f(l') - UQ(:C)
. (x—=3)-(@* =22 +1) — (22® = 3v +4) - (22 - 2)
B (22 — 27 + 1)2
_ da® =82 +4x — 307 + 62 — 3 — (4a° — 4a? — 627 + 6z + 8z — 8)
B (22 — 2z + 1)?
42’ —8a® 44w — 32”4 62 — 3 — 4a® + 42” + 62% — 62 — 8 + 8
B (22 — 2z +1)?
-2 —4r+5
/ .
F'@) = oy

Die zweite Ableitung wird ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt.

ulx) = —2?—4dx+5 = u(zr) = —2x—4
g(x) = xz —2r+1 = g’l(x) =
v() = (?—22+1)? = 5% - gg ) = v(9) =
= 2-(x? =22 +1)- (22 —2)
Hiermit wird nun die Quotientenregel angewendet.
oy = Yledovle) —te) )
(=22 —4) (2> =224+ 1) — (—2®> =42 +5)-2- (2 =2z + 1) - 2z — 2)

(2 — 2z + 1)?
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Hier kann jetzt im Z#hler der Term (2 — 2z + 1) ausgeklammert werden, so dass an-
schliefend der Bruch dadurch gekiirzt werden kann.

f”(l’) _ (_237—4)-(;1:2_2.23+1)2—(_x2_4$+5)-2.(x2_2x_|_1).(2x_2)

(2 =2z + 1)*

(2% — 20 +1)- ((—2x—4)-(x2—2x—|—1)—(—x2—4x+5)~2'(2x—2))
- (22 — 2z + 1)
(2 -4)- (@ =204+ 1) = (—2® —4x +5)-2- (2 - 2)
B (2 =2z +1)3
=220 4+ da? = 20 — da? + 8r — 4 — (—4a® 4 4a? — 1627 + 167 4 202 — 20)
B (2 —2x +1)3
=20 4 da? = 20 — da? + 8r — 4 + 4a® — 42® + 1627 — 162 — 20z + 20
B (22 — 2z +1)3

223 + 1222 — 30x + 16

/") (22 =2z +1)3

Lésungsweg 2: Nehmen wir nun an, wir hétten die Binomische Formel im Nenner
erkannt. Die Losung sieht dann wie folgt aus.

_2x2—3x+4_2x2—3x+4

/(@) 22 -2 +1 (v—1)2

Die Losung erfolgt auch hier wieder mit der Quotientenregel, jedoch muss der Nenner
mit Hilfe der Kettenregel abgeleitet werden. Das hort sich zunéchst komplizierter an, als
Losungsweg 1, wir werden aber sehen, es hilft beim Zusammenfassen.

ulx) = 202 —3r+4 = W (z) = 4o —3
g((afg = x—1 = g’Em% =1
2 v(g) = ¢° = V(9) = 29
W) = @or s M9
= 2-(x—1)

Hiermit wird nun die Quotientenregel angewendet.

u'(z) -v(x) — ufz) - v'(2)
(4x — 3) 2(]m(i>1)2 — (222 =3z +4)-2-(z—1)
(z — 1)1

f'(z)
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Hier kann jetzt im Zéhler der Term (z — 1) ausgeklammert werden, so dass anschliefSend
der Bruch dadurch gekiirzt werden kann.

(4z —3) - (z—1)*— (22> =3z +4)-2- (z — 1)

' _
(x—1)- ((4x—3)-(x—l)—(2x2—3x—|—4)-2>
B (r ~ 1)
 ar—3)-(z—1)— (22" =3z +4)-2
B (z —1)°
_ 42® —dr -3+ 3 —42° + 62— 8
N (z —1)3
—T—95
/ .
f (l‘) - (SL’ _ 1)3
Die zweite Ableitung wird ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt.
ulx) = —x—5 = u(z) = —1
glx) = z—-1 = ¢(z) =1
)8 v(g) = ¢ = V(g) = 3¢°
v(@) = (z-1)0 = V(z) = 3¢%-1
= 3-(z—1)?

Hiermit wird nun die Quotientenregel angewendet.

uw(x) - v(x) —u(x) - v'(x)
()
—1-(z—=13—(-2—-5)-3-(x—1)?
(z —1)°

f'(@) =

Hier kann jetzt im Zéhler der Term (z — 1)? ausgeklammert werden, so dass anschlieflend
der Bruch dadurch gekiirzt werden kann.

f//($) = ( )6

rz—1
@ (-1 (m—l)—(—x—5)-3>
B (z —1)°
 —1l-(@—=1)—(-z—-5)-3
N (z—1)*
 —z+1-— (=32 —-15)
- (e —1)
o4 1430+15
Carie

f”(l‘) = (ZL‘—]_)4
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Fazit: Vergleichen wir die Ergebnisse aus den beiden Losungswegen, stellt man fest,
dass sie sehr verschieden aussehen. Losungsweg 2 liefert einfachere Ergebnisse. Prin-
zipiell lassen sich die Ergebnisse aus Losungsweg 1 in die gleiche Form bringen, man
sieht es nur nicht sofort. Man miisste im Zéhler und im Nenner jeweils mit Hilfe einer
Polynomdivision EI den Term (z — 1) ausklammern und dadurch kiirzen.

4.25 Funktion 25
f(r) = 42® — 122* + 7z — 7°

Die Ableitungen koénnen mit der Summenregel und der Konstantenregel mit Hilfe der
Potenzfunktion bestimmt werden. Zu bemerken ist allenfalls, dass 7 und somit auch
72 & 9, 87 eine Konstante ist und entsprechend behandelt wird.

f(x) = 4322 —12- 22" + 7a®
= 1222 —24x + 7

f(x) = 1222 —24 - 12"
= 24x —24
4.26 Funktion 26
f(z) = 22° — 3e*2°

Losungen wie bei Funktion 1. Hier ist e mit ~ 7,389 wie zuvor schon 7 natiirlich als
Konstante zu behandeln.

fl(x) = 2-52%—3.¢e?. 322
= 102* — 9e22?

f(x) = 10-423—9-¢* 22!
= 4023 — 18e*x

2Einzelheiten zur Polynomdivision siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/polynomd.pdf
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4.27 Funktion 27
f(z)=(2x+5) - (3z —4)

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u(x) 204+5 = du(r) = 2
v(ir) = 3x—4 = J(z) = 3

filx) = u'(z)-o(z) +ulz)-v'(z)
2-3r—4)+ (22 +5)-3
6 — 8+ 6x + 15

= 12047

Die zweite Ableitung geht dann ganz einfach mit der Kostantenregel:

f(x) =12

Alternativ kann man die erste Ableitung auch ohne die Produktregel bestimmen, indem
man zundchst bei f(z) die Klammern ausmultipliziert und danach mit Summen- und
Konstantenregel weiter arbeitet.

flx) = (2z+5)(3z—4)
622 — 8x + 152 — 20
= 6224 Tx—20

fllx) = 12247
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4.28 Funktion 28
f(z) =2 -sinx

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

e u(z) = 22 = J(z) = 22
e v(z) = sinz = V(r) = coszx
f'(x) =/ (z) - v(z) +ulz) -V (z) = 27 - sinw + 2° - cos v

Fiir die zweite Ableitung muss die Produktregel sowohl fiir das erste als auch das zweite
Produkt angewendet werden. Ich nenne das erste Produkt g(z) und das zweite Produkt
h(zx).

g(x) =2z -sinx h(z) = 2% - cosx
Beginnen wir mit ¢'(z):
ulx) = 2 = U(r) = 2
v(x) = sinz = v'(xr) = cosx

g (z) = (z) - v(z) +u(z) v'(z) =2 sinz + 2z cosz
Nun wird nach gleichem Muster h'(z) berechnet.
h(z) = 2% - cosx
o ulr) = 22 = J(z) = 2z
e v(zr) = cosz = V(r) = —sinz
W (z) =u'(z) v(r) +ulr) v'(r) =2z cosz — r’sinx
Jetzt wird alles nach der Summenregel zusammengesetzt.
f'(x) = g'(z)+h'(x)
= 2-.sinx+ 2z -cosx + 21 -cosx — x’sinx

f"(z) = (2—2%) -sinz + 4z - cosz
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4.29 Funktion 29
f(z) = (2% + 3x) - "

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u
v

r) = 2°4+3z = dJ(xr) = 2x+3

[ ]
o v(z) = €” = v(x) = €

(
(
f(x) = (z) v(z) +ulx) v'(z)=2x+3) e+ (2 +32) " = (2° + 5z +3) - €

Auch die zweite Ableitung muss mit der Produktregel bestimmt werden.

u(lr) = 2*+52+3 = J(z) = 2z+5
v(x) = €” = V() = €

f(z) = (z) -v(@) +u(z)-v'(x) = 2z +5) - "+ (2* + 5z +3) - = (2 + Tx +8) - ”
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4.30 Funktion 30
flx)=(x—2) €

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Vorweg bestimme ich aber die Ableitung der Wurzelfunktion g(z) = /x.

) 1 1
oa)=vi=at = )= gie 0
Ich bilde nun die Teilfunktionen und deren Ableitungen.
(@) = V-2 > ) = 5
[ ] = — =
u(x u'(x BV

o v(zr) = € = V(zr) = €°
Die zweite Ableitung wird wiederum mit der Produktregel gebildet. Vorweg bestimme

1
ich jedoch die Ableitung der Teilfunktion h(x) =

fi(w) = ' (z) - v(@) +ulz) - v'(2) =

2.

B

, L1
W= m"

Ich bilde nun die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

=  K(x) L !
T = —— - 2 = —
4 4./13

VI

o u(r) = #4-\/5—2 = u(x) = — +

o v(zr) = €” = V(zr) = €

@) = @) v(e) +u@) ()
1 1
- ( " f f) ( \F+f_2>

+\/_—2>
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4.31 Funktion 31

2?2 — 4z +4
M) =5

Hier ist es sehr sinnvoll, sich vor dem Losrechnen die Funktion einmal genauer anzusehen.

Der Zéhler ldsst sich ndmlich als Binom deuten. Damit lasst sich die Funktion deutlich

vereinfachen:

2 —dr+4  (z—2)?
Jx) = r—2  r—2

Durch das Kiirzen wurde iibrigens auch der Definitionsbereich erweitert, z = 2 gehort

jetzt auch dazu.

=z —2

In dieser Form lassen sich die Ableitungen ganz einfach bilden:

flx) =1
f'@) =0

Sieht man diese Vereinfachungsmoglichkeit nicht, dann bleibt nur die Quotientenregel,
weil die Funktion einen Bruch darstellt. Die Teilfunktionen und deren Ableitungen lauten
dann:

u(z) =2 —dx+4 = u(x)=21—-4
vz)=z-2 = J(x)=1

Diese Terme setzen wir geméafl der Quotientenregel ein und erhalten die erste Ableitung.

u'(x) - v(z) — u(x) - v'(x)

Fla) = =
 2r—4)(r—2)—(2® —da +4)-1
- (z —2)?
202 — 4o —dr +8 — 2 + 4o — 4
- (v —2)?
. 2% —4x + 4
fi(x) = D

Fiir die zweite Ableitung kommt wieder die Quotientenregel zum Einsatz. Auch hier
empfehle ich, den Nennerterm nicht auszumultiplizieren, sondern lieber fiir v'(z) die
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Kettenregel zu verwenden.

u(z) =2 -4 +4 = u(z)=2r—4
g(x)=o—2 = ¢ (z)=1
vz)=(z-2)" = ¢ v =g’ = V'(g) =29 =2(x-2)
V() =1-2(x—2) = 2(x—2)
f”(ZU) _ u (I) v<xz>]2?xu(x) v (I>
e —4) (-2~ (2 4+ 4)-2-(z—-2) +—2) ausklammern
= @ 2) | (z—2) auskl
(z—2) ((%—4) (- 2) — (22 — da + 4) 2) )
= | kiirzen
(x —2)4
(e —4) (2 —2)—(2® —dx +4)-2
N (r —2)°
(22 —dr — 42 +8) — (207 — 8 +8)
N (z —2)°
22 —8r+8— 22"+ 87 — 8
- =2
B 0
(-2
ffx) =0

Natiirlich ist die erste Ableitung mit der einfachen Form im ersten Ansatz identisch.
Dazu miisste man wieder Zahler und Nenner faktorisieren und kiirzen. Wer das im
Anfang aber schon nicht gesehen hat, der sieht das hier erst recht nicht. Bei der zweiten
Ableitung ist es jedoch offensichtlich.
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4.32 Funktion 32

x-er

J(@) = Sr — 1

Und wieder kommt die Quotientenregel zum Einsatz, weil sie einen Bruch darstellt. Im
Zéhler haben wir aber ein Produkt. Wir benétigen also zur Ableitung des Zéhlers die
Produktregel. Die Teilfunktionen und deren Ableitungen lauten:

Ulx)==x = U(x)=1
u(z) =x-€" = V(z)=¢€" = V'(z)=¢€"
W(z)=1-e"4x-¢* = (142x)-€"

v(ir)=5x—-1 = J'(x)=5

Diese Terme setzen wir geméafl der Quotientenregel ein und erhalten die erste Ableitung.

u'(x) - v(x) —u(z) - v'(2)

F@) - =
(14+x)-e*-(bx—1)—x-€"-5
- (bx —1)2
(5 — 1+ 52% —z — bz) - €”
B (bx —1)2
, (bz? —x—1)-¢€”
roy = B

Die zweite Ableitung wird ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt. Da wir im Zahler
wieder ein Produkt haben, muss hier in der Nebenrechnung die Produktregel verwendet
werden. Bei der Ableitung des Nenners kommt die Kettenregel zum Einsatz.
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{U(x)(5x2x1) = U'(x) =10z —1 }
V(z)=e" = V'(z)=¢€"
u'(z) = (10z — 1)e® + (5a? —x — 1)e* = (5% + 9z — 2)e®
{g(x)Bxl = 4¢(z)=5 }
v(g) = ¢° = V'(g) =29 =205z - 1)
V() =5-2(5x —1) = 10(bz —1)
u'(z) - o(r) —u(z) - v'(z)
(52% + 9z — 2)e® - (bx — 1)* — (5a? —x — 1)e® - 10(5x — 1)
(5x — 1)4
(5x —1)- ((5:62 + 92 —2)e” - (hx — 1) — (ba? —x — 1)e” - 10)
(5x — 1)%
((5x2+9x—2)-(5x—1)—(5x2—x—1)-10> e
(5 —1)3
(2523 — 5% + 452% — 9z — 10z + 2 — 5022 + 10z + 10) - €”
(bx —1)3

(2527 — 1027 — 92 + 12) - €”

(5x — 1)3

38



4.33 Funktion 33
f(z) =sinx - cosx

Diese Funktion stellt sich als Produkt dar. Demnach wird die Produktregel verwendet.
Ich bilde also vorweg die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

e u(x) = sinz = u(xr) = cosx
e v(zr) = cosz = V(r) = —sinz
f'(x) =/ (x) - v(z) +u(z) - v'(z) = cosz - cosx — sinz - sinz = cos’ x — sin’z

Fiir die zweite Ableitung kommt die Summenregel zum Einsatz. Dabei wird fiir jeden
Summanden die Kettenregel bendtigt.

u(xr) = cos’z
o g(x) = cosz = ¢(r) = —sinz
e ulg) = ¢ = vlg = 2

u'(z) =4 (g9) ¢ (x) =2g-(—sinz) = —2-cosz - sinz

u(r) = sin’z
g(x) = sinz = ¢(zr) = cosz
ulg) = ¢* = Wl = 29

w'(z) =u'(9) ¢ (r) =2g-cosx =2-sinz-cosx

f(z) =u'(z) —v'(x) = -2 -cosz-sinx —2-sinx -cosx = —4 -sinx - cos x
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4.34 Funktion 34
f(z) =sina*

Hier haben wir das klassische Beispiel einer Funktion von einer Funktion, also zur An-
wendung der Kettenregel. Die innere Funktion ist der Teil, der zuerst berechnet werden
muss. Das ist in diesem Fall das z*. Daher muss dieser Term als g(z) bezeichet werden.
f(x) = sinz?

o gl)=2' = ¢(v)=423

e flg)=sing = [f(g)=cosg

f'(z) =g (z) f'(g) =423 - cos g = 42® cos x*

Fiir die zweite Ableitung bendtigen wir die Produktregel, denn f(x) ist das Produkt
zweier Teilfunktionen. Dabei ist zur Bestimmung von v’(x) als Nebenrechnung noch
zusétzlich die Kettenregel notwendig.
o u(zr)=42> = (z)=1222

o glr)=2' = ¢(2)=423
o v(z)=cosz? = e u(g)=cosg = V(g9)=—sing

V'(x) = 423 - (—sing) = —4a3sin !

f(x) = (m) v(z) + u(x) - v'(x) = 1222 - cosz* + 423 - (—4a3 sin x?)
f"(x) = 1222 cos x* — 1625 sin
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4.35 Funktion 35
f(z) =2

Wieder haben wir eine Funktion von einer Funktion, also kommt die Kettenregel zum
Einsatz. Hierbei ist der Exponent zuerst zu berechnen; daher stellt er die innere Funk-
tion dar.

f(x) = 2e%®

o glx)=5z = g(r)=5

e flg)=2¢ = [(g)=2ef

F(@) = ¢'(2) - f'(g) =5~ 269 = 1065

Fiir die zweite Ableitung ist ebenfalls die Kettenregel erforderlich, denn wir haben wie-
der die Funktion von einer Funktion. Dazu schreibe ich voriibergehend h(x) fir f/(x).
h(z) = 10

o ylx)=bz = g(z)=5

e h(g)=10e = h'(g)=10e’

f"(x) =N'(x) =5 10e9 = 50e>”

4.36 Funktion 36
f(ZL‘) — esin335

Hier muss die Kettenregel angewendet werden und zwar gleich doppelt.
glx) = 3z = g(x) = 3

h(g) = sing = h(g) = cosg = cos3x
f(h) = ¢eh = f’(h) — el = esin3z

f'(x) = g'(x)-W(g)- f(h)

fl(x) = 3-(cos3z)- e

Fiir die zweite Ableitung muss nun die Produktregel angewendet werden. Gleichzeitig
muss fiir den ersten Faktor u(z) = 3 - cos 3z die Kettenregel angewendet werden.

Die Ableitung des zweiten Faktors v(z) = e*3% ist bereits bekannt, denn dieser zweite
Faktor stellt f(z) dar. o'(x) ist also identisch mit f'(x).

6(z) = 30 S g@)=3
u(r) =3-cos3z = u(g) =3-cosg = u'(g) = —3-sing = —3-sin3x
w(x) =3-(—3-sin3z) = —9-sin3x

v(r) =™ = /(x) =3 (cos3x) - M
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Nun kann die Produktregel angewendet werden.
f(x) = u'(2) v(x) +u(x) v'(z)
= (—9-sin3z) - ™3 4 (3-cos3x) -3 - cos 3w - S
= —-9. (sin3:c) . esin3ac 49. (COS2 3:6) 'esin3x

f(x) = (—9'Sin3x+9-co523x)-eSini’“
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