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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email

w.kippels@dokom.net

an die folgende Adresse:

Vielen Dank!



2 Grundlagen

Beim Losen mathematischer Probleme stofit man gelegentlich auch auf Gleichungen,
die eine oder auch mehrere Quadratwurzeln enthalten. Diese Gleichungen nennt man
Wurzelgleichungen. Hier ein Beispiel:

54++vbr—1==x

Im folgenden méchte ich Strategien vorstellen, wie man solche Gleichungen 16sen kann.

Die erste Idee, die mancher vielleicht hat, lautet:,Man miisste die Gleichung quadrie-
ren, dann ist die Wurzel weg.“ Leider klappt das nur, wenn man auf diese Weise die
Binomischen Formeln missachtet:

5++vhr—1 = z |()?
25+ (50 —1) = a2

Leider ist das falsch. Es gibt némlich keine Formel, die lauten wiirde: (a + b)? = a® + b*.
Richtig hingegen ist: (a + b)? = a® + 2ab + b*. Beachtet man diese Formel, erhilt man:

5+vhr—1 = x |()?
25410 bz —1+ (bx —1) = 22

Das hilft also nicht weiter. Es ist immer noch eine Wurzel da. Abhilfe ist jedoch moglich,
wenn man vor dem Quadrieren dafiir sorgt, dass die Wurzel allein auf einer Seite steht:

S5+vbr—1 = z |—5
Vhr—1 = z-5 | ()?

bx—1 = 22 —10x+25

Jetzt haben wir eine ,,normale* Quadratische Gleichungﬂ erhalten, die keine Wurzel mehr
enthélt. Diese kann nun gelost werden:

5r—1 = 22—10x+25 |—5:17—|—1
0 = 22— 15x+ 26

15, 15\ ’
np = 5y (g

15 225 104
= ==

2 4 4
15 11
- 4+ =
2 2
4 5 26 13
rT1T = —= To = — =
) 272

'Eine Anleitung zum Losen Quadratischer Gleichungen (einschlieBlich Ubungsaufgaben mit Losungen)
ist hier zu finden: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/quad.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/quad.pdf

Offenbar haben wir die Losungsmenge L = {2;13}.

Fiihren wir sicherheitshalber einmal eine Probe durch. Beginnen wir mit x; = 2.

5++vVbr—1 =
54+v5-2—1 =
54+V9 =
5+3

NN NR

Nanu, was ist denn da passiert? Die Probe geht nicht auf! Haben wir etwa einen Rechen-
fehler gemacht? Fiihren wir vor weiteren Uberlegungen erst noch die Probe mit zo = 13

durch.
5+vbr—1 = «x
5++v0-13—-1 = 13

54464 = 13
5+8 = 13

Erstaunlicherweise(?) geht diesmal die Probe auf, haben wir uns doch nicht verrechnet?

Sehen wir uns das Ergebnis der Probe mit z; = 2 einmal genau an. Wenn vor der Wurzel
ein Minuszeichen gestanden hétte, dann wiirde die letzte Zeile lauten:

0—3=2

Das wére richtig. Im Schritt 2, in dem wir die Gleichung (und damit auch die Wurzel)
quadriert haben, wire dieses Minuszeichen vor der Wurzel ,,wegquadriert” worden. Zei-
le 3 hétten wir also sowohl mit einem Pluszeichen, als auch mit einem Minuszeichen
vor der Wurzel erhalten. Wir haben also durch das Quadrieren eine Gleichung
erhalten, die mehr Lisungen als die Originalgleichung hat. Dieser Schritt war
niamlich keine sogenannte Aquivalenzumformung.

Was lernen wir daraus? Bei der Losung von Wurzelgleichungen erhalten wir méglicher-
weise mehr Losungen, als tatsdchlich die Wurzelgleichung erfiillen. Daraus ergibt sich
folgender Merksatz:

Man muss nach dem Lé&sen einer Wurzelgleichung stets eine Probe machen.




3 Ubungsaufgaben

Hier sind einige Ubungsaufgaben zu Wurzelgleichungen zusammengestellt. Bestimmen
Sie die Losungsmengen der Gleichungen! Denken Sie daran, dass vor Festlegung der
Losungsmenge die Proben erforderlich sind!

Die durchgerechneten Losungen zu diesen Aufgaben finden Sie im néchsten|[Hauptkapitell

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Aufgabe 1
24V3r—2=5x—6
Aufgabe 2
Viz+15=v2x—-5+5
Aufgabe 3
T+2+V24r —72=5—=x
Aufgabe 4
V2 +4—Vbr+1=+v22+16 — 5z +9
Aufgabe 5
Vhr+1+Vidr —3=v2x—5
Aufgabe 6
R R 4-v/3x+4—1
iydsti—d-vicd CVBr 4+ VAr+1
Aufgabe 7
T—V33—a22—4r =5
Aufgabe 8

\/\/535—1—4—\/2;5—1:2



3.9 Aufgabe 9

3.10 Aufgabe 10

3.11 Aufgabe 11

3.12 Aufgabe 12

3.13 Aufgabe 13

3.14 Aufgabe 14

3.15 Aufgabe 15

3.16 Aufgabe 16

V2 —14+vV6r+3=+v1lz+5

20 — 26 -/ +72=0

20 —3-\r =2

Vr+3++vV2r+5=2

Ver+4=+2r—-1+6

30z —16-v/2+2=0

Voi+tr—Vb—ar=vV3—-a—-V3+ux

VBT T1+V3r—5-1=3



4 Musterlosungen zu den Ubungsaufgaben

Hier finden Sie die durchgerechneten Losungen zu allen Aufgaben.

4.1 Losung Aufgabe 1

24+V3r—-2 = bxr—6 | —2
V3t —2 = 5r—38 | ()2
3r—2 = 2522 —80x + 64 | — 3z +2
0 = 252%—83x+ 66 | : 25
0 = x2—§x+@ | p-q-Formel
25 25
83 6889 6600
M2 = 5%\ 9500 2500
83 17
Lyi2 = @i%
66 100
n==132 @ =2
Probe mit x; = 1,32:
24+4V3r—2 = bx—6
243 132=2 = 5-132—6
2+4/1,96 = 0,6
2414 £ 06

x1 = 1,32 ist keine Losung!

Probe mit x, = 2:

24+3x—2 = br—=6
24++v3-2—-2 = 5-2—6
2+V4 = 4
242 = 4

o = 2 ist eine Losung!

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L = {2}




4.2 Losung Aufgabe 2
Viz+15=v2x —5+5

In dieser Aufgae haben wir sogar zwei Wurzeln! Leider ist es nicht moglich, beide Wur-
zeln gleichzeitig in einem Schritt zu eliminieren. Da eine Wurzel allein auf einer Seite
steht, kann jedoch quadriert werden, um die linke Wurzel loszuwerden.

Viz+15 = 2xr—5+5 | ()2
Tr+15 = (20 —5)+10-y2x —5+25
Tx+15 = 20 +20+4+10 22 -5 | — 22 — 20
bx—55 = 10-42x—5 | =5
r—1 = 2-y2r-5 | ()2
?—2r+1 = 4-(2z-5)
2 —-2x+1 = 8r—20 | — 8z +20
22 —10x+21 = 0 | p-q-Formel
271/2 = 5i\/25—21
ZL’l/Q = 5+£2
131:3 ZL‘2:7

Probe mit x; = 3:

Vizr+15 = 2xr—5+45

Vi 3+¥15 = V2.3-5+5
V36 = V1+5
6 = 145

21 = 3 ist eine Losung.

Probe mit x, = 7:

Viz+15 = V2r—5+35

VI T+15 = V2 7545
V64 = V9+5
8 = 345

x9 = 7 ist (auch) eine Losung.

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L = {3; 7}




4.3 Losung Aufgabe 3

T+2+24r -T2 = 5—x | — 2z —2
VHz -T2 = 3-2 | ()2
24r — 72 = 9—12z+42* | —24x+ T2
0 = 42> —36x+81 |:4
81
0 = x2—9:c—|-z | p-q-Formel
9 81 81
T = e EN T T
9
ZL’l/Q = 5:&0
r = 45
Probe mit x = 4.,5:
rT+24+\24x -T2 = S5—x
45424+ 2AA5-T2 = 5-45
6,5++v36 = 0,5
6546 # 05

Es gibt keine Losung fiir die Gleichung, die Losungsmenge lautet: | L

10

{7




4.4 Losung Aufgabe 4

V2r+4—vVhr+1=v22+16—-V52+9

Hier haben wir gleich 4 Wurzeln! Durch Quadrieren kann man aber deren Zahl auf 2

reduzieren.

V2r+4—+br+1
20+4—2-\2x+4-v/dbx+1+5bx+1
Tx+5—2-\/(2x+4) 5z +1)
Te4+5—2-v/1022 + 2z + 20z + 4
—2.v/1022%2 4+ 222 + 4
4- (1022 + 22z + 4)
4022 + 88z + 16
88z + 16
—304z — 960
19z + 60
36122 + 2280z + 3600
3612 + 2280z + 3600
11122 — 170z

170

2

Probe mit x; = 0:

V22 +16 — Bz +9 | ()?

20 4+16 — 222 +16- /52 +9+5x+9
Tr+25—2-4/(22+16) - (52 +9)

Tx + 25 — 2 /1022 + 18z + 80z + 144
20 —2-v/1022 + 98z + 144 | ()2
400 — 80 - v/1022 + 98z + 144 + 4 - (1022 + 98x + 144)

400 — 80 - V1022 + 98z + 144 + 4022 + 392z + 576 | — 402
—80 - V1022 + 98z + 144 + 392z + 976 | — 392z — 976
—80-v/1022 + 98z + 144 | : (—16)

511022 + 98z + 144 | ()2

25 - (1022 + 98z + 144)
25022 + 24502 + 3600 | — 25022 — 2450z — 3600

| =7z —5

0 |:111
0
0

170
2797

V2-0+4—+5-0+1 =
Vi- VI

2-1 =

Probe mit x; = 179:

V2-0+16—+v5-0+9
VI~ V9
43

\/2 170 4 \/5 l 1 = \/2 170+16 \/5 17O+9
ST T 111 B 111
784 961 2116 \/1849
111 Viir 111 Vo1
28 31 46 43
VIIT V111 V11 Vil
3 3
/111 7 V111

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

L= {0}

11



4.5 Losung Aufgabe 5
Vir+14+Vdzr —3=+v2x—-5

Hier kann sofort quadriert werden.

Vhr+1++v4r—3 = 2z -5 ()2
Sr+1+2-/(br+1) (4o —3)+42 -3 = 22-5 | — 9z +2
2-4/2022 — 15z +4x -3 = —To—3 1()?
4-(2022 — 11w —3) = 4922+ 422 +9
8022 —44x — 12 = 4922 +42x+9 |—49x2—42x—9
3122 —86x —21 = 0 |:31
. 86 21
¥ ——=r—— = 0
31 31
B 43:|: 1849+651
2Ty 961 ' 961
B 43 2500
2T g 961
B 43 50
BT Ry
7
a:1:—3—1 .732—3

Probe mit x; = —2-

Vhr+ 144z -3 = V22 -5
Vi s e () -3 = 2 () -5

Da die Wurzeln alle keine (reelle) Losung haben, ist z; = —3—71 keine Losung.

Probe mit x5, = 3:

Vhr+1++Vdr -3 = 22 -5

V5 3+14+V4-3-3 = /2.3-5
VI6+V/9 = V1
443 # 1

Auch 2o = 3 erfiillt nicht die Gleichung.

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L = { }

12



4.6 Losung Aufgabe 6

4.3z +4—

Wurzeln auf.

4-\3r+4—4-/4x +1

(\/Bx +4 — 4z +

4- 1)
4-((8z+4) — (4z+ 1))
4-Br+4—4x—1)
4-(—x+3)

—4xr 412

—4r + 13

1622 — 104z + 169

1622 — 104z + 169

1622 — 152z + 105

, 19 N 105

T T 16

T1/2

T1/2

T1/2

3
.1'1:1

4-Vdx +1=

4-3x+4—-1

V3x +4+dx + 1

Es sollt auffallen, dass der Nenner des Bruches annédhernd identisch mit der linken Glei-
chungsseite ist. Nur das Rechenzeichen dazwischen ist anders. Multipliziert man nun die
Gleichung mit dem (rechten) Nenner, dann 16st die dritte Binomische Formel links alle

4-4/3x+4—-1

V3r+4+Vdr +1
4.3z +4-1

V3z+4++4x +1
Vir+4-—1
“V3r+4-—1
V3dr+4—-1
V3r+4—-1
-v/3r+4

16 - (3x +4)
487 + 64

NN

19 16

13

|- (VB + 4+ Viz +1)



3

Probe mit x; = §:

4.-\/3zx+4—4- -4z +1

4-4/3-244—4-/4-3 41
/25
4--2—44ﬂ

4542
2

10 -8

Probe mit x, = %:

4.-\3zx+4—4-4zx+1

4-4/3- 844 —-4.-,/4-5 41
/121
4. —Z—-—zi-\/36

411 4-6
5

22 —24

—2

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Lésungsmenge: | L = {%}

14

4-Br+4-1
V3r +4+4r +1
4-4/3-3+4-1

¢&g+4+v@g+¢
4-4/2 -1

Nororo| ©

4-y3x+4-1
V3r + 4+ Vdr +1
4-4/3-B4+4-1

V32 +4+ /4841
4-4/8 -1

22+ /36
4.%_

11
116

23




4.7 Losung Aufgabe 7

xr—33— 22— 4x
—V33 — 2% —4x
33 — 2% — 4o

0

0

T1/2

Z1/2
r = —1

Probe mit x; = —1:

= 5
= 5—u
2
3.9
2 2
.232:4

25 — 10z + 22
222 — 6z — 8
2 —3x—4

B 3i /9+16
N 4 4

T —33 — 12 —4dx

—1—/33—(-1)2—4-(-1)

Probe mit x, = 4:

T —33 — 12 —4x
4—+33—-42—-4-4
4—1

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L

15

I
ot ot

ot

{7




4.8 Losung Aufgabe 8
VBt +4—2z—1 = 2

Vhr+4—2x -1 = 4

Sr+4—2-/(br+4) -2z —1)+2r—-1 = 16

Te+3—2-4/1022 — 52+ 8 —4 = 16
—2-v/1022+32z—4 = —Tx+13

4- (102 + 3x — 4)
4022 + 122 — 16

4922 — 182x + 169
4922 — 182z + 169

0 = 9z% — 194z + 185

194
0 = {E2—7.T+
97 9409
ne = g EY g
97 88
ZEl/g = Eﬂ:g
185
ZL‘1:T ZL‘QZ]_

Probe mit x; = 18%:

VVBE +4— 2z — 1

185 185

\/\/5-— 4- \/2-——
9

\//96 361

?

@

E

el 2

Probe mit x5, = 1:

VVir+4—V22—1 =
VVE1+4—y2-1-1 =
VI-V1 =

V3-1 =

V2 #

NN NN

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

16

185

1665
81

| — 40z* — 122 + 16
|:9

85

L={¥




4.9 Losung Aufgabe 9

V2r —1++6x+3
20 —1+2- /(2 — 1) (6z+ 3) + 62 + 3
8+ 2421222 + 62 — 62 — 3

2-y1222 -3
4. (121’2 —3)
482% — 12

3922 — 18z — 21
2o, T
13 13

T1/2

T1/2

7

Ty = T

Probe mit x; = —%:

V1lz +5
11z + 5
11z + 5
3x+ 3

922 + 182 + 9
922 + 18z + 9

V2r&r—1++6x+3 =

| ()?

| — 8z — 2
| ()?

| —92% — 182 — 9
| : 39

V2 16 () +3 =

/ 3 _
BTV =

—_
—_
~—

_12
13

Keine der Wurzeln hat eine (reelle) Losung. Daher gehort z; nicht zur Losungsmenge.

Probe mit x, = 1:

V2r —1++/62+3

V2-1—-14++6-1+3
VI+V9

1+3

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

17

= +/1lz+5

V16
= 4

Vv11-145

L ={1}




4.10 Losung Aufgabe 10

2z — 26 - /T + T2
20 + 72

4x% 4 288z + 5184
4x% — 388z + 5184
2?2 — 97z + 1296

T1/2
T1/2
T1/2

T1/2
Ty = 16
Probe mit x; = 16:

97i /9409 1996
2 4

97 9409 5184
Y

2 4
97 n 4255
2V 4
97 65
—+ —

2 2
To = 81

20 — 26 - \/x + 72
2-16 —26-16 4 72

Probe mit x, — 81:

32 —-26-4+472
32 —104 472
0

20 — 26 - \/x + 72
2.81 —26-/81+ 72

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

162 —26-9+ 72

162 — 234 + 72

0

18

o O O O O

o O O O O

4

|+ 26 -z
()2
| — 6762

L = {16;81}




4.11 Lo6sung Aufgabe 11
20— 3z

20— 2
A% — 8x + 4
A7 — 1Tx + 4
17

2
¢ ——x+1
4

T1/2
Z1/2
T1/2
Z1/2

1

Tr1 = —

4

=

Probe mit x; =

Probe mit x, = 4:

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

[\

[\)

e

[\)

2

3V

9.2

0

0

17 289

— =+ —-1

8 64

17 /289 64

T B

8 64 64

17:|: 225

8V 64

17 15

4=

8 8

ZEQ—4

2t —3-\xr = 2
3 L 2

=3/ =
1 3 49
2 2

r—3-\x 2

4-3-V/4 = 2
8—6 = 2

19

L={4}




4.12 Losung Aufgabe 12

Vr+3+y2x+5 = 2
r+34+2-\/(x+3) -2 +5)+2r+5 = 4
3xr+8+2 V222 +br+6x+15 = 4
3r+8+2-v2x2+ 11z + 15 4
2.4222 + 11z + 15
4-(22* + 11z + 15)

822 + 44z + 60

| ()?

| — 32 —8

—3r — 4 | ()?

922 + 24z + 16

922 + 24z +16 | — 8x? — 44z — 60

0 = 22 —20x — 44
.731/2 = 10i\/100+44

Il/g = 10£12
1'1:—2 1'2:22

Probe mit x; = —2:

Vr+3++y2r+5 = 2
V=2+3+4/2-(-2)+5
1+1 = 2

I
DO

Probe mit x, = 22:

Ve +3+V2r+5 = 2
V2+3+v2-22+5 = 2
5+7 # 2

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L = {—2}

20



4.13 Losung Aufgabe 13

Vr+4 = 22 —-1+6 | ()2
r+4 = 2x—1+12-y/2x—1+4+36 |—2x—35
| (

—r—31 = 12-y2r -1 )2
r? 4622 + 961 = 144-(2z — 1)
224622 + 961 = 288z — 144 | — 288x + 144
22 + 2262+ 1105 = 0

T1/2 —113 &= /12769 — 1105
T = 5) To = 221

Probe mit x; = 5:

vVer+4 = V2xr—1+6
VEHd = VI 5-1+6
3 # 346
Probe mit x, = 221:
vVer+4 = 2xr—1+6
221+4 = +/2-221—-1+4+6
15 # 2146

{1}

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L

21



4.14 Lo6sung Aufgabe 14

30r —16-y/x+2 = 0 | +16 -z
0r+2 = 16-/x | ()?
9002% + 120z +4 = 256z | — 256«
900z% — 136z +4 = 0 | : 900
2_3_4+L —
225 225
"2 = 55\ 5062 225
289 225
2 = 225i\é50625 50625
371/12 = 2_25iT5
T = o =3
Probe mit x; = 5=:
30 —16-y/xz+2 = 0
510
30 - %—16 %4-2 =0
30 16
%—3—1—2 = 0
6 16 10
575 s =0
Probe mit x; = §:
30r —16-/z+2 = 0
10
30-5—16- §+2 =0
30 16
§—§+2 = 0
10 16 6
3 373 =0
Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge: | L = {2—15, %}

22



4.15 Losung Aufgabe 15

Vh+ao—+b—=x
5+x—2-/6+x)b—z)+5—x
10 —2- /25 — 22

4—2-+/25 — a2

2 — /25 — 22

4 —4-+/25 — 22 + 25 — 2

—4 /25 — 22+ 29

—4-4/25 — 22

16 - (25 — 2?)
400 — 6422
—6422

72

T

Probe mit x = 0:

Vhi+ax—+b—=x

V5+0—-+/5-0
V55
0

Aus dem Ergebnis der Probe ergibt sich die Lésungsmenge:

V3i—z—V3+=x
3—2-2-y/B-2)B3+x)+3+x
6—2-v9— a2
—2-v/9 — 22
9 2
9— 22

9

—20

400

400

0

0

0

= V3—z—3+z
= V3-0—-+v3+0
- V3-V3

0

L= {0}

23



4.16 Losung Aufgabe 16

VVir+14++v32—-5—-1 = 3
Vhr +1+3z—-5—-1 9
VB +1++3z—5 = 10

5m+1—|—2-\/(5x+1)-(3x—5)—|—3m—5 = 100
8r —4+2-4/1522 —-25x+3xz—5 = 100
2.4/1522 — 220 —5 = —8x+ 104
V1522 — 220 — 5 = —4x + 52
1522 — 220 — 5 = 1622 — 416z + 2704
0 = 2?—394x + 2709
T = 1974 +/38809 — 2709
111/2 = 197+ vV 36100

=7 To9 = 387

Probe mit x; = 7:

VvVt +1+v3r—5—-1 =
VVE-T+14+/3-7T-5-1 =
VVB6+VIG-1 =
VEFi—1 =

Vo =

W W w w w

Probe mit x, = 387:

VBT +1++3z—5-1
V5 -38T+1+/3-387T—5—-1 =
V1936 + V1156 — 1 =
VIF31-1 =
VT #

Aus dem Ergebnis der Proben ergibt sich die Losungsmenge:

W W w w w

L={7}

24
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