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1 Grundlagen

Eine (von vielen) Anwendungen der
Integralrechnung sind Rotationskorper. Y
Darunter versteht man Korper, die
durch Rotation eines Funktionsgraphen
um die Abszisse (x-Achse) entstehen.
Man konnte sie auf der Drehmaschine
herstellen, indem der Drehmeiflel den
Funktionsgraphen entlang fahrt.

Nebenstehend ist ein Beispiel dazu
dargestellt. Die Oberkante stellt eine be-
liebige Funktion f(z) dar. Durch Rota-
tion um die x-Achse beschreibt dieser Funktionsgraph die Oberfliche des Drehkorpers.
Links und rechts ist der Drehkorper durch einen senkrechten Schnitt begrenzt.

1.1 Herleitung der Berechnungsformel

Nebenstehend ist der Rotationskorper

in der Seitenansicht dargestellt. Die Y
Oberkante stellt die Funktion f(z) dar. y = f(x) Az
Spiegelbildlich entsteht dazu durch

die Rotation die untere Begrenzungsli- ‘ Yy
nie, die man durch — f(x) beschreiben
konnte. a L * b X

Nun stellt man sich vor, dass der Ro- | = ———__ -
tationskorper durch eine Anzahl zylin- S
derformiger Scheiben angenédhert wird.

Eine solche Scheibe ist in der Skizze

stellvertretend fiir alle gelb eingezeichnet. Thr Volumen ist das Produkt aus ihrer Hohe
— hier Az — und ihrer kreisféormigen Grundfliche. Dabei ist der Radius der y-Wert, der
zum betrachteten z-Wert gehort, an der die Scheibe betrachtet wird. Demnach kann die
Kreisfliche so bestimmt werden:

2
A=n-r*=r-y* =7 (f(:c)) =7 f*(x)
Das Volumen der Scheibe ist dann:

AV =A-h=n-f*z) Az



Das Volumen des Drehkorpers kann man sich nun zusammengesetzt vorstellen aus ganz
vielen solcher Scheiben. Das Gesamtvolumen ist dann die Summe aller Scheibenvolumen:

V:ZAV(J;) :ZW-fz(:z:)-Ax

Macht man nun den Grenzwertiibergang mit Ax — 0, damit das Ergebnis genauer wird,
dann erhélt man ein Integral.

b

b
V:AlirEOZW-fQ(as)-A:L':/W-fQ@) dx

Wenn man nun noch das 7 aus dem Integral herausnimmt, erhélt man zusammengefasst
die Formel fiir einen Rotationskoérper in den Grenzen von a bis b:

V=n-[fz)dz

1.2 Beispiele
1.2.1 Beispiel 1

Eine Parabel mit der Funktionsglei-
chung f(z) = —2?+52—4 wird im Yy

Bereich zwischen den Nullstellen um

die x-Achse rotiert, wie nebenstehend /_\

dargestellt. Bestimmen Sie das Volu- : : |

men das dabei entstehenden Rotation- /1 2 3 4\ 5 X
skorpers!

Loésung: Zunéchst miissen die Integra-
tionsgrenzen bestimmt werden. Das sind
die Nullstellen der gegebenen Funktion f(x). Dazu wird die Funktion gleich Null gesetzt.
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—$3+5ZL’0—4 =
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Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt, das Volumenintegral kann aufgestellt wer-
den.

V =« f2(z) dx
o1
4
= 7 [(~2®+ 5z —4) da
1
4
= 7r-/904—5x3+4x2—5m3+25x2—20x+4x2—20m+16dx
1
4
= W-/m4—10x3+33m2—40x+16d$
1
4
15 54 3 2
= - 5x 7 +11z° — 202 + 16z
1
1 5 5 4 3 2 1 5 5 4 3 2
= 7 5.4 754 +11-42—-20-424+16-4| — 5'1 75.1 +11-12-20-124+16-1
7 (12,8 — 4,7)
= 7-§1
V &~ 25447

Ergebnis: Das Volumen betrigt ungefihr 25,447 Volumeneinheiten.



1.2.2 Beispiel 2

Ein zylinderférmiges Drehteil mit einer Lénge von
60mm und einem Durchmesser von 20 mm hat in der 10
Mitte einen parabelféormigen Wulst, wie nebenstehend
dargestellt. Der Wulst ist 10mm breit und hat einen
AuBlendurchmesser von 35 mm.

Das Drehteil soll aus Drehstahl S235JR mit der Dichte
p = "T7,85-L; gefertigt werden. Welche Masse hat das

cm3

Drehteil?

60

Losung: Fiir die Losung muss man zunichst ein

passendes Koordinatensystem in das Drehteil le- y
gen. Dabei muss die Abszisse in die Rotations-
achse gelegt werden. Wo die Ordinate hingelegt
wird, ist zweitrangig, es ist aber zweckméafig, sie
in diesem Beispiel genau in die Mitte zu le- X
gen.

Der Rotationskorper kann nun in drei Teile zerlegt wer-

den, das blau markierte Mittelteil mit der parabelférmigen Begrenzungslinie und die
beiden gelb markierten zylindrischen Randstiicke. Diese Randstiicke kénnen zu einem
einzigen Zylinder mit 50 mm Lénge und 20 mm Durchmesser zusammengelegt und sepa-
rat auf klassische Weise berechnet werden. Fiir das Mittelteil kommt die Integralformel
fiir Rotationskorper zum Einsatz.

Innerhalb der Rechnung wird in Millimetern gerechnet, die Einheit aber aus Verein-
fachungsgriinden weggelassen.

Nun ist aus den gegebenen Abmessungen die Funktionsgleichung fiir die obere Para-
bel zu bestimmen. Wegen der symmetrischen Lage zur Ordinate lautet die allgemeine
Form nicht: f(z) = az?® + bxr + ¢ sondern: f(x) = ax® + c. Da hierbei der Parameter ¢
den y-Achsenabschnitt darstellt, kann dieser Wert als halber Durchmesser des Wulstes
iibernommen werden:

5
c=—=175

2
Damit lautet die Funktionsgleichung: f(z) = az? + 17,5

Es muss nur noch der Parameter a bestimmt werden. Dazu kann man beispielsweise
den rechten oberen Randpunkt des Mittelteiles verwenden: P(5;10). Wir setzen diese
Koordinaten in die Funktionsgleichung fiir x und y ein:



flzp) = yp

a-5*+175 = 10 | — 17,5
25 = —75 |:25
a = —0,3

Hiermit lautet die Funkktionsgleichung: | f(z) = —0,32% + 17,5

Jetzt kann mit dieser Funktionsgleichung das Volumen des Mittelteils bestimmt werden.

3

VWulst =

. 72f2(x) dx

_ W./(_o,3x2+17,5)2 dx
-5
5

= - /0,09:54 — 10,522 4 306,25 dx
-5

- [0,0182° — 3,52% + 306,252]°

Il
3

- - ((0,018 15 — 3,555 4+ 306,25 5) — (0,018 - (—5)° — 3,5 (—5)°® + 306,25 - (—5)))

- 7r-<1150—(—1150))
Vivase = 23007

Das Gesamtvolumen der beiden (gelb markierten) Zylinder wird berechnet:

VZyl = T- 7’2 -h
= 71-102-50
VZyl = 50007

Das Volumen des gesamten Drehteils ist dann die Summe beider Teilvolumen.

Vo= Vzu+ Viwws

= 50007 + 23007
V. = 73007
V o~ 22994

Das Volumen betrigt: |V ~ 22994 mm?

Jetzt kann die gesuchte Masse bereechnet werden.

m = p-V

N85
cm

m ~ 180,029g

22 994 mm?

Zusammengefasst: [m =~ 180,029 g




2 Ubungsaufgaben
2.1 Aufgabe 1

Berechnen Sie das Volumen des Rotationskor-
pers, der sich ergibt, wenn der Funktionsgraph
der Funktion

flz)=—2>+6x—5

um die Abszisse (z-Achse) rotiert. Die linke
und rechte Begrenzung des Korpers ergibt sich
durch die Nullstellen der gegebenen Funktion

().

2.2 Aufgabe 2

Berechnen Sie das Volumen des Elipsoides, der
sich ergibt, wenn der Funktionsgraph der Funk-

tion
S B
f(r) = i T—q

um die Abszisse (z-Achse) rotiert. Die linke
und rechte Begrenzung des Korpers ergibt sich
durch die Nullstellen der gegebenen Funktion

().

2.3 Aufgabe 3

RN

N

Eine Blechschiissel mit einem parabelformigen Querschnitt
hat einen Durchmesser von 40 cm. Die zugehorige Funk- y

tionsgleichung in der Einheit Dezimeter lautet:

f(x) = 0,252*

Wieviele Liter Wasser konnen darin eingefiillt werden?



2.4 Aufgabe 4

Fir den Anschluss einer Goubeau-
Leitung wird ein Trichter mit einer ex-
ponentiellen Innenform bendétigt. Dieser
Trichter mit einer L&nge von 400 mm
soll aus Messing hergestellt werden. Die
Auflenkontur des Trichters ist ein Pyra-
midenstumpf mit 60 mm Durchmesser
am linken und 300 mm Durchmesser am
rechten Rand. Die verwendete Messing-
legierung CuZnb hat eine Dichte von
p = 8,86-=2

cm3 *

Der Trichter beginnt links mit einem In-

nendurchmesser von10 mm und endet rechts mit gleichem Innen- und Auflendurchmesser.

Legt man das Koordinatensystem mit der Abszisse auf die Rotationsachse und die Or-
dinate auf die linke Randfliche, dann hat die Funktionsgleichung fiir die Innenkontur

diese Form:

f@)=a-e

010

400

060

Bestimmen Sie die Masse des fertigen Goubeau-Exponentialtrichters!




3 Lo6sungen

3.1 Aufgabe 1

Zunéchst miissen die Nullstellen der Funktion bestimmt werden,

flxo) =0
—a+6m9—5 = 0 - (=1)
J}g—6$o+5 = 0

$01/2 = 3i\/9—5

1’01/2 = 3+£2
1'01:1 .1'02:5

Hiermit sind die Integrationsgrenzen bekannt, das Volumenintegral kann aufgestellt wer-
den.

vV = 7r-/bf2(x)dx

( T +6;v—5)2 dx

zt — 62> + 522 — 623 + 3622 — 302 + 522 — 30z + 25 dx

—— “\m

5
= 7r-/x4—12x3+46a:2—60x+25 dx
1

5
1
= T- l5x — 3zt —i——x — 3022 + 25z

1

1. 46 1 46
= - l5.50—3~54+3-53—30-52+25-5]—[5~15—3-14+3-13—30~12+25.1D

625 113
= 7| —— —
15 15

512
= T —

15
V o~ 107,233

Das Volumen betrégt: |V ~ 107,233 VE




3.2 Aufgabe 2

Zunéchst miissen die Nullstellen bestimmt werden. Diese stellen die Integrationsgrenzen

/

dar.

flzo) =
1 2

—ZCL’O + 21’0 - Z =

1, 7
_Z:UO —+ 21’0 — Z_L =
(E% — 81’0 +7 =
To1/2 =
Tor2 =

Lol = 1

0

0

0

0

4++16 -7
443
2702:7

Hiermit kann das Volumen {iber die Integralformel bestimmt werden.

v

’ﬂ' .

7T .

Das Volumen betragt:

2

122 7
—4x+x—4

L 2 7d

[y

1

98
12
108

12
9

=)

28,274

V ~ 28 2TAVE

10

dx



3.3 Aufgabe 3

Die parabelformige Schiissel hat fiir die Anwendung der Inte-

gralformel nicht die richtige Lage. In der angegebenen Form y I
erfolgt die Rotation um die Ordinate (y-Achse). Die Integral-
formel verlangt jedoch eine Rotation um die Abszisse (z-Achse).
Eine Spiegelung an der 45°-Achse im ersten Quadranten muss
durchgefiihrt werden. Dies geschieht durch Bilden der Umkehrfunk-

tion f~1(x).

Mit der Umkehrfunktion erhalten wir den nebenstehend dargestell-
ten Verlauf des Funktionsgraphen.

0,25y> = «x | -4
y? = 4da va
y = +vix
[ x) = Vi
Beim Ziehen der Wurzel kommt die positive und die negative Wurzel in Betracht. Da

eine Funktion aber rechtseindeutig sein muss (ein eindeutiges Ergebnis liefern muss),
entfallt fiir die Umkehrfunktion das Minuszeichen.

Die Integrationsgrenzen werden bendtigt. Die untere mit a = 0 ist bekannt, die obere
kann mit Hilfe des Schiisseldurchmessers bestimmt werden. Bei einem Schiisseldurch-
messer von d = 40cm = 4dm betrdgt der Schiisselradius 2dm. Dies ist der Funk-
tionswert an der oberen Integrationsgrenze b.

f7H(0)

4

E‘
S
Il
o NN
=
N

S o

Hiermit kann nun das Volumenintergal aufgestellt werden.

11



Das Volumen betrégt:

V ~6,2831

12



3.4 Aufgabe 4

Ich rechne in der Einheit Millimeter. Aus Vereinfachungsgriinden lasse ich wiahrend der
Rechnung diese Einheit weg.

Zunéchst miissen die Parameter a und b in der Funktionsgleichung bestimmt werden.
Dazu koénnen die Punkte auf dem Funktionsgraphen am linken und am rechten Rand
verwendet werden: P;(0;5) und P»(400; 150). Die Koordinaten werden fiir z und y in die
Funktionsgleichung eingesetzt.

(1) f(0) =5 = a-e® =5
(2) f(400) = 150 = a-e"0 — 150

Aus Gleichung (1) kann sofort a bestimmt werden:

a-1 =

Ot Ot Ot Ot

Das Ergebnis wird in (2) eingesetzt, um b zu berechnen.

5-e400 = 150 |:5
0 — 30 |In...
b-400 = In30 | - 400
; In 30
400
b ~ 00085

Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = 5 - ¢%0085®

Ab hier gibt es (mindestens) zwei verschiedene Methoden, wie man weitermachen kann,
um zu einer Lésung zu gelangen.

1. Man berechnet das Volumen des (massiven) Kegelstumpfes auf klassische Weise
und das Volumen des Hohlraumes mit der Integralformel und subtrahiert die
Ergebnisse voneinander.

2. Man bestimmt die Funktionsgleichung der Linearen Funktion, die den Korper
auBen als Rotationskorper begrenzt. Dann bestimmt man sowohl das Volumen
des (massiven) Kegelstumpfes als auch das Volumen des Hohlraumes mit der In-
tegralformel und subtrahiert die Ergebnisse voneinander.

13



Loésungsvariante 1:
Das Volumen des Kegelstumpfes wird berechnet:

-h
VKS = —7(3 '(R2+R'7’+T2)
7 - 400

- (1502 4 150 - 30 + 302)

= 3720000 - 7

Das Hohlraumvolumen des Trichters wird mit der Integralformel bestimmt.

VIvichter = W-/(f(x)>2 dx

a
400

_ 71_./(5_60,00851)2 dx

0
400

= 7- /25 00T gy

0
400

= 2571"/60’0171 dx
0

0,017 400
10,017

0
14707 - [¢0017] 0

4618 - [o017a] 0

= 4618 - <[€0,017.400] i [607017.0]>
~ 4618-(900 — 1)
4152000

Q

Q

Q

VTrichter

Hiermit wird nun das Gesamtvolumen des fertigen Exponentialtrichters bestimmt.

‘/ges = VKS - VTrichter
= 11687000 — 4152000
Vyes = 7535000

Das Gesamtvolumen betrégt: | Vies = 7535 cm?

14



Hiermit kann die Masse berechnet werden.

M= p Vyes :éz,ézfscf%-7535cm3 ~ 66760 g

Die Gesamtmasse betragt: | m = 66,760 kg

Losungsvariante 2:
Fiir diese Variante muss zunéchst die Lineare Funktion fiir die Auflenseite des Kegel-
stumpfes bestimmt werden.

glx)=m-z+b
Der Parameter b ist als Ordinatenabschnitt o mit b = 30 bekannt. Nur noch die Steigung
m muss berechnet werden.

Ay_ Y2—yr  150-30

L = =03
™= Ay x9—x;  400—0 ’

Die Funktionsgleichung lautet damit: g(z) = 0,3 -z + 30

Hiermit kann das Kegelstumpfvolumen mit der Integralformel berechnet werden:

Vs = 7 [ (s(0) do

a
400

-/(O,3-a:—|—30)2 dx
0
400

= 7r-/0,09-x2—|—18x+900 dx

0
0,032 + 92 + 90027] )

: ([0,03 - 400% + 9 - 400% + 900 - 400] — [0,03 - 0> + 9 - 0% + 900 - 0])
— 7-3720000

|
3

I
3

I
3

Der restliche Losungsweg ist mit dem ersten identisch.

15
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