Aufgaben zur Vektorrechnung

2. Oktober 2022
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1 Betrage
1.1 Aufgabe 1

Berechnen Sie die Betrége der Vektoren!

—12 15
a’:(‘lg) E:(:gé) &= 4 d= | —16
-3 12

Losung:
la| = (—5)% + 122
a = 13
bl = /(—21)2+ (—28)2
b = 35
i = TR (3
c = 13

M = /152 + (—16)2 + 122
d = 25

2 Komplanaritit/Lin. Abhdngigkeit
2.1 Aufgabe 1

Sind die Vektoren komplanar? Weisen Sie Thre Behauptung durch eine Rechnung nach!

b)



Losungen:

a) Am einfachsten lésst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

. 0 —6 —2
det <6,b,8> — | 2 2 2
3 9 1

— 0436-36-12—0+12
det (a,z?,a) — 0

Da die Determinante det (6, l;, 5) = 0 ist, sind die Vektoren a, bund & komplanar.

b) Am einfachsten lésst sich das auch hier mit der Determinante aus den drei Vektoren
priifen.

. 2 5 6
det(d,b,5> — |1 —2
3 1 4
= 16— 15+6+36+2—20
det (a,aa) = 7

Da die Determinante det (d’, q, 5) = () ist, sind die Vektoren a, b und Znicht komplanar.

2.2 Aufgabe 2

Sind die Vektoren komplanar? Weisen Sie Thre Behauptung durch eine Rechnung nach!

a)

2 -3 1
a=| —1 b= 2 c= 0
2 -5 —1
b)
2 . —4 4
a=1 5 b=| —6 c=| 2
4 2 2
Losungen:

a) Am einfachsten lisst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

2 -3 1
det<a,b,5) — -1 2 o0
2 —5 —1

= —440+45-4-0+3
det (a,z?,a) -0



Da die Determinante det (6, l;, 5) = ( ist, sind die Vektoren a, bund & komplanar.

b) Am einfachsten lédsst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

2 4 4
det<6,5,5> — |5 —6 2
402 2
— 24— 324+ 40 + 96 — 8 + 40
— 112
det (a,z‘)‘,s) £ 0

Da die Determinante det (c—i, H, E) = () ist, sind die Vektoren d, b und Znicht komplanar.

2.3 Aufgabe 3

Sind die Vektoren komplanar? Weisen Sie Thre Behauptung durch eine Rechnung nach!

a)

3 B -2 2
a=1 0 b= 3 c=1|1
3 —4 0
b)
3 . -3 5
a=1 6 b=\ -5 c=1| 3
5 3 3
Losungen:

a) Am einfachsten ldsst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

3 -2 2
det<a,b,5) —lo 31
3 4 0
— 0—64+0—184+1240
det (a,z?,a) — 12

Da die Determinante det (6, l;, 5) # 0 ist, sind die Vektoren @, b und &nicht komplanar.



b) Am einfachsten ldsst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.
. 3 -3 5
det (5, b 5) — |6 -5 3
5 3 3

= —45—-45+90+ 125 — 27+ 54
= 152

det (a, b 5) £ 0
Da die Determinante det (c_i, q, 5) = () ist, sind die Vektoren d, b und Znicht komplanar.

2.4 Aufgabe 4

Bestimmen Sie den Parameter x so, dass die Vektoren komplanar sind!

T . 4 2
3 -1 7

Losung:
det (@,5,7) = 0

T 4 2
1 2 71 =0
3 -1 7
14dr+84 —-2—-12+7x—28 = 0
21z +42 = 0 | — 42
2l = —42 |:21
r = =2

2.5 Aufgabe 5

Bestimmen Sie den Parameter x so, dass die Vektoren komplanar sind!
3 -1 T

4 c=1 2
1 2 7

Sl
I

|
[\
>
I



Losung:
det (a‘, b 5) — 0

3 -1 «x
-2 4 2| =0
1 2 7
84 —2—4xr—4xr—12—-14 = 0
—8x+56 = 0 | — 56
—8x = —56 |:(=8)
r =T

2.6 Aufgabe 6

Bestimmen Sie den Parameter x so, dass die Vektoren komplanar sind!

1 -2 T
i=| 2 b= 1 c=1 4
-3 2 1
Losung:
det (a,z?,a) — 0
1 -2 =z
2 1 4, =0
-3 2 1
1+244+42x+3x—-8+4 = 0
Txr+21 = 0 | —21
Tr = =21 |:7
r = —3

2.7 Aufgabe 7

Priifen Sie, ob die beiden Vektoren Linear abhingig sind!

a)

~15 12
a= 20 b= 16
—95 20

b)
32 —98
a= 16 b= —14

—56 49



LGésung a:

N-d@ = b
—15 —12
\- 20 | = 16
~25 20
A-(—15) 12
220 | = 16
A (—25) 20
— 15\ ~12
20N | = 16
—25)\ 20

Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.

(1) —15A = —12
(2) 20N = 16
(3) =250 = 20

Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.

“150 = —12 |:(~15)
4
S
4
In (2): 20-5 = 16  (passt)
In (3): —25'2 = —20 (passt nicht!)

Die Vektoren sind nicht linear abhéingig.

Losung b:
Xd o= b
32 —28
A 16 = —14
—56 49
A-32 —28
A-16 = —14
A - (—56) 49
32 —28
16 = —14
—H6A 49
Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.
(1) 32\ = —-28
(2) 16N = —14

(3) —56A = 49



Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.

32\ =

P

In(2): 16| —
In (3): —56- | —

Die Vektoren sind linear abhingig.

2.8 Aufgabe 8

—28
7

| : 32
—14 (passt)
49  (passt)

Priifen Sie, ob die beiden Vektoren Linear abhingig sind!

a)

—28
42

~35

U
I

b)

—49
—77
—91

Sl
I

L6sung a:

-

—28

A 42
~35

A (—28)
- 42

A~ (—35)
28\

42\

—35\

S

S

52
—78
65

—35

— | -55

—64

St

52
—78
65
52
—78
65
52
—78
65

Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.

(1) —28\ = 52
(2) 42\ = -—T8
(3) —35A = 65

Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.



—28\ =

A pumy
In (2): 42
In (3): —35-

Die Vektoren sind linear abhingig.

L6sung b:

-

—49
=77
—-91
(~49)
(=77)
- (~91)
—49\
=TT\
—91\

-

> > >

52 |:(—28)
13
7
13
= —78 (passt)
7
19 = 65  (passt)
7
i=1b
—35
= —5d
—64
—35
= —55
—64
—35
= —55
—64

Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.

(1)
(2)
(3)

—49\ = -35
—T77TA = =55
—91\ = —-64

Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.

—49)\ =

A p—
5

In (2): —77-= =
n (2) g

In (3): —91-=- =
b (3): 91

—35 |:(—49)

)

7

—55 (passt)

—65 # —64 (passt nicht!)

Die Vektoren sind nicht linear abhingig.



2.9 Aufgabe 9

Priifen Sie, ob die beiden Vektoren Linear abhingig sind!

a)
—20 —24
a=| —30 b= | —36
25 33

b)
6 8
a=| —12 b= | —16
21 28

L6sung a:
N-d@ = b

—20 —24
M| =30 ] = | —36
25 33
A+ (—20) —24
A-(=30) | = | —36
\-25 33
—20\ 24
—30 | = | —-36
25\ 33

Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.

(1) —20A = —24
(2) —30A = —36
(3) 250 = 33

Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.

20\ = —24 |:(—20)
A= 12
In(2): -30-1,2 = —-36 (passt)

In (3): 25-1,2 = 30+# 33 (passt nicht!)

Die Vektoren sind nicht linear abhéingig.



Lésung b:

\d@ = b

6 8

Al —12 = —16

21 28

A-6 8

A (—12) = —16

A-21 28

6 8

—12X = —16

21\ 28

Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.
(1) 6N = 8
(2) —12x = -—16

(3) 21A = 28

Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.

6\ = 8 |:6
4
A= g
4
In (2): —12-§ = —16 (passt)
In (3): 21-% = 28  (passt)

Die Vektoren sind linear abhingig.

2.10 Aufgabe 10

Bestimmen Sie den Parameter = so, dass die Vektoren komplanar sind!

T 2 —4
a= -9 b= -3 C= 1
10 5 0

Losung:

T 2 —4
-9 -3 1] =0
10 5 0
0+20+180—-120—5x—0 = 0
80—5x = 0 | — 80
—5r = =80 |:(-H)

r = 16



2.11 Aufgabe 11

Bestimmen Sie den Parameter x so, dass die Vektoren komplanar sind!

T . ) 3
a= 11 b= 1 C= —4
4 0 -2

Losung:
@%@&@ — 0

r —5 —3
11 1 -4 = 0
4 0 -2

—2r+80—-0+4+12—-0—-110 = 0
—2r—18 = 0 |+18
-2 = 18 |:(=2)
r = —9

2.12 Aufgabe 12

Sind die Vektoren linear abhéingig? Falls Sie dies ohne Rechnung erkennen, begriinden
Sie Thre Antwort entsprechend anders!

a)
L (1 . (2
() ()
b)
5 (1
i=| 10 b= 2



LGésung a:

N Oy W

Bi

n) = (0)

Hieraus konnen nun zwei Komponentengleichungen gemacht werden.

1) A = 3
(2) 2\ = 6

Aus Gleichung (1) kann sofort A abgelesen werden. Ich setze diesen Wert in die andere
Gleichung ein.
In(2): 2-3 = 6 (passt)

Die Vektoren sind linear abhéingig.

Losung b:
\d@ = b
) 1
A 10 = 2
8 3
A5 1
A-10 = 2
A-8 3
5A 1
10\ = 2
8A 3
Hieraus konnen nun drei Komponentengleichungen gemacht werden.
(1) 5x =1
(2) 10N = 2
(3) 8\ = 3
Aus Gleichung (1) bestimme ich A und setze es in die anderen Gleichungen ein.
bA = 1 |:5
1
A = —
)
1
In(2): 10-- = 2 (passt)
)
1 8 .
In (3): 8- il # 3 (passt nicht)

Die Vektoren sind nicht linear abhingig.



2.13 Aufgabe 13

Sind die Vektoren komplanar? Weisen Sie Thre Behauptung durch eine Rechnung nach!

a)

1 0 —1
a=1 —1 b=1| 2 c= 4
0 3 0
b)
2 . 5 —
a=1 3 b=1| 2 c= 1
0 0 0
Losungen:

a) Am einfachsten ldsst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

10 —1
det(a,b,a) — -1 2 4
03 0
— 040+3-0-12-0
det d,E,E) — 9

Da die Determinante det (6, _’, 5) # 0 ist, sind die Vektoren a, b und &nicht komplanar.

b) Am einfachsten lésst sich das mit der Determinante aus den drei Vektoren priifen.

—1

det (a, b 5) _ 1

S W N
S N Ot

— 04040-0-0-0
— 0
det (a,z?,a) — 0

Da die Determinante det (o_i, l;, 5) = 0 ist, sind die Vektoren a, bund & komplanar.

Man hétte das auch daran sehen konnen, dass bei allen die dritte Komponente Null ist.



3 Orthogonalitat
3.1 Aufgabe 1

Gegeben sind die drei untenstehenden Vektoren. Bestimmen Sie die Parameter z, y und
z s0, dass die Vektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen!

x 1 4
a=| —2 b= Y c=1 2
1 -5 z
Losung:
T 1
(1) @aLb = ab =0 = 2) y | =0 = z-20—-5 = 0
1 -5
x 4
(2) alé = a-¢ = 0 = —2 2 =0 = 4do0—-44+2 =0
1 z
1 4
2) bLé = b7 = 0 = y 2] =0 = 442y—52 = 0
-5 z

Wir haben ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung erhalten. Ich bringe das Gleichungs-
system in Normalform:

(1) = —2y = 5
(2) 4z +z = 4
(3) 2y —bz = —4
Zur Losung addiere ich Gleichung (1) und (3). Die neue Gleichung nenne ich (4).
(1) = —2y = 5 |
(3) 2y =5z = —4 |+
4) =z -5z = 1

Gleichung (2) und Gleichung (4) stellen nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung dar:

2) 4r +z = 4
4 x —bz =1

Ich stelle Gleichung (4) nach = um und setze das Ergebnis in (2) ein:

r—>5z = 1 | + 52
r = 145z
einges. in (2): 4-(1+52)+2z = 4
4+20z2+2 = 4 | —4
21z = 0 ;21
z = 0



Das Ergebnis kann in die umgestellte Gleichung (4) eingesetzt werden.
r=1+5:=14+5-0=1

Zur Bestimmung von y verwende ich Gleichung (2).

2y —5z = —4
2y—5-0 = —4
2y = —4 |:2
y = -2

Zusammengefasste Ergebnisse: r=1 y=—2 %= OI
3.2 Aufgabe 2

Gegeben sind die drei untenstehenden Vektoren. Bestimmen Sie die Parameter x, y und
z s0, dass die Vektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen!

T 3 -5
a=1[ 2 b= y ¢ = 3
1 —2 z
Losung
T 3
1) aLb = a-b =0 = 2 y | =0 = 3z+2-2 = 0
1 —2
T —5
(2) alé = da-¢c = 0 = 2 3 =0 = -Sr+6+z = 0
1 z
3 -5
3) bLlé = b = 0 = y |- 3] =0 = —-1543y—-22z = 0
—2 Z

Wir haben ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung erhalten. Ich bringe das Gleichungs-
system in Normalform:

(1) 3z +2y = 2
(2) —bzx +z —6
(3) 3y —2z = 15

Es bietet sich an, Gleichung (2) mit 2 zu multiplizieren. Dann kann sie mit Gleichung
(3) addiert werden, so dass z wegfillt.

(2) —bz +z = —6 |-2
(3) 3y —2z = 15

(2) —10x +2z = —12 |
(3) 3y —2: = 15 |+
(4)

4) —10x +3y = 3



Nun kann man Gleichung (1) mit 3 und Gleichung (4) mit 2 multiplizieren. Dann kann
man sie voneinander subtrahieren, so dass y wegféllt.

(1) 3 42y = 2 |-3
(4) —10x 43y = 3 |-2
(1) 92 +6y 6 |
(4) —20x +6y 6 |—
20z =0 |:29
x =0
Eingesetzt in Gleichung (1) erhélt man y.
v +2y = 2
3-0+2y = 2
20 = 2 |:2
y = 1
Eingesetzt in Gleichung (2) erhdlt man z.
—dr+2z = —6
—95:-0+2z = -6
z = —6

Zusammengefasste Ergebnisse: |x — Ol y=1| |z=—-6




3.3 Aufgabe 3

Gegeben sind die drei untenstehenden Vektoren. Bestimmen Sie die Parameter z, y und
z s0, dass die Vektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen!

T 6 1
a=| -5 b= | vy c= 1| 3
1 3 Z
Losung:
T 6
(1) @aLb = ab=20= [ -5 y | =0 = 6z—5y+3 = 0
1 3
T 1
2) alL¢ = a-¢ =0 = | -5 3] =0= z-154z = 0
1 z
6 1
(3) bLG = b-C = 0 = y 3] =0 = 6+3y+32 = 0
3 z

Wir haben ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung erhalten. Ich bringe das Gleichungs-
system in Normalform:

(1) 6z —by = -3
(2) = +z = 15
(3) 3y +3z = —6

Es bietet sich an, Gleichung (3) durch 3 zu dividieren. Dann kann sie von Gleichung (2)
subtrahiert werden, so dass z wegfillt.

(2) = +z = 15 |
3y 4= 2|
(4) =z —y = 17
Mit den Gleichungen (1) und (4) bleibt nun ein Gleichungssystem mit nur noch zwei

Variablen {iibrig.

1) 6z —5y = —3
4) =z -y = 17

Man konnte hier Gleichung (4) nach z auflésen und das Ergebnis in (1) einsetzen.

r—y = 17 | +vy
r = 17T+y
Einsetzen in (1):
6r —5y = -3
6-(174+y)—>5y = -3
102+6y —by = -3 | — 102

y = —105



Mit diesem Wert und der umgestellten Gleichung (4) kann sofort x bestimmt werden.
r=174+y=17—-105= —88

Der noch fehlende Wert z kann nun z.B. mit Gleichung (2) bestimmt werden.

r+z = 15
—88+2z = 15 |+88
z = 103

Zusammengefasste Ergebnisse: |z = —88| |y = —105 Iz =103




3.4 Aufgabe 4

Gegeben sind die drei untenstehenden Vektoren. Bestimmen Sie die Parameter z, y und
z s0, dass die Vektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen!

x —29 —6
a=| -1 b= y ¢ = 8
2 18 z
Losung:
x —29
(1) aLb = ab =0 = [ -1 y | =0 = —290—y+36 =
2 18
x —6
(2) alé = a-¢ = 0 = -1 8 =0 = —6r—-8+2z =
2 z
—-29 —6
3) bLlé = b = 0 = y |- 8] =0 = 174+8+18: =
18 z

Wir haben ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung erhalten. Ich bringe das Gleichungs-
system in Normalform:

(1) =29z —y = —36
(2) —6x +2z = 8
(3) 8y 1182 = —174

Jedes beliebige Losungsverfahren fiir Lineargleichungssysteme ist hier anwendbar. Als
Beispiel verwende ich das Additions-/Subtraktionsverfahren. Dazu multipliziere ich Glei-
chung (2) mit 9.

(2) —6x +2z = 8 |-9
(3) 8y 418z = —174

(2) —bdx +182z = T2 |—
(3) Sy +18z = —174 |
(4)  5dx +8y = —246

Mit (1) und (4) bleibt ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung {ibrig.

1) —29¢r —y = —36
(1) y
(4) 54z +8y = —246




Auch hier kann das Additionsverfahren angewendet werden. Dazu multipliziere Ich (1)
mit 8.

(1) —292 —y = —36 |-8
(4)  Bdr +8y = —246
(1) —232z —8y = -—288 |
(4)  Bdr +8y = —246 |+
178 — 534 | (—178)
x = 3

Das Ergebnis setze ich in (1) ein.

—29r —y = —-36
-29-3—y = —-36
87—y = —-36 |+87
-y = =51 [-(=1)
y = o5l

Das Ergebnis fiir « setze ich auch in (2) ein.

—6xr+2z = 8

—6-3+2z = 8

—18422z = 8 |+18
2z = 26 |:2
z = 13

Zusammengefasste Ergebnisse: |a: = 3| y=-51| [z2=13




3.5 Aufgabe 5

Gegeben sind die drei untenstehenden Vektoren. Bestimmen Sie die Parameter z, y und
z s0, dass die Vektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen!

T 1 60
a=| —4 b= y c=| 27
-1 —14 z
Losung
T 1
(1) @aLb = ab =0 = | —4 y | =0 = z-4y+14 = 0
~1 —14
T 60
2) 6L¢ = a-¢ = 0 = —4 27 ] =0 = 606—-108—z = 0
—1 z
1 60
3) bLlé = b = 0 = y |- 27 ] =0 = 60+27y—142 = 0
—14 z

Wir haben ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung erhalten. Ich bringe das Gleichungs-
system in Normalform:

(1) = —4dy = —14
(2) 60z 2 = 108
(3) 27y —142 = —60

Jedes beliebige Losungsverfahren fiir Lineargleichungssysteme ist hier anwendbar. Als
Beispiel verwende ich das Additions-/Subtraktionsverfahren. Dazu multipliziere ich Glei-
chung (1) mit 60.

(1) =z —dy = —14 |-60
(2) 60x —z = 108

(1) 60z —240y = 810 |-
(2) 60z 2 = 108 |
(4) 240y —2 = 948

Mit (3) und (4) bleibt ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung {ibrig.

(3) 27y —14z = —60
(4) 240y —z = 948




Auch hier kann das Additionsverfahren angewendet werden. Dazu multipliziere ich (4)
mit 14.

(3) 27y —142 = —60
(4) 240y —z = 948 |- 14
3) 27y —142 = 60 |-
(4) 3360y —142 = 13272 |
3333y = 13332 |:3333
Y =41

Das Ergebnis setze ich in (1) ein.

r—4y = —14

r—4-4 = —-14

r—16 = —14 |+16
r = 2

Das Ergebnis fiir « setze ich in (2) ein.

60xr — 2z = 108

60-2—2z = 108
120—2z = 108 |—120
—z = =12 |- (-1)
z = 12

Zusammengefasste Ergebnisse: |9c = 2| y=4| |z=12

3.6 Aufgabe 6

Bestimmen Sie den Parameter x so, dass die beiden Vektoren aufeinander senkrecht
stehen!

L
I
DO
S
I
ot

Losung:

w
&
_l’_
—_
o
C)Ol
8
I
w o oo
|
o

Ergebnis:



4 Flachen
4.1 Aufgabe 1

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Fliache zwischen den drei Punk-
ten:

P@25)  B(73)  P(6)8)

Loésung: Ich bilde den Vektor @ von P; nach P, und den Vektor b von P, nach Ps.
P T2\ 5
S \3-5 ) \ -2
- 6—2 4
i-(222)-(3)

Die Fléche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag des
Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wére dann die Hélfte davon. Da das
Kreuzprodukt aber nicht im R? sondern nur im R? existiert, muss eine dritte Vektor-

komponente erganzt werden. Wird diese z-Komponente jeweils auf Null gesetzt, bleibt
man in der z-y-Ebene.

5
a=| -2
0
4
=13
0
Das Kreuzprodukt kann nun gebildet werden.
5 4
@ x b = -2 | x| 3
0 0
—2-0-0-3
= 0-4—5-0
5:3—(-2)-4
0
T x b = 0
23

Der Betrag dieses Vektors gibt die Fléche des zugehorigen Parallelogramms an.
= V0% +0%+232 = 23FE

Die gesuchte Dreieckflache ist die Hélfte davon.

Aper  23FE
= = " —115FE
2 2

Apgr = |@* X b*

An




4.2 Aufgabe 2

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Flache zwischen den drei Punk-
ten:

P(1j4)  B(7]1)  P5(4]9)

Losung: Ich bilde den Vektor @ von P, nach P, und den Vektor b von P, nach P;.
T \1-4)"\ =3
- 4—1 3
=(5-1)-(5)

Die Fliche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag des
Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wire dann die Héilfte davon. Da das
Kreuzprodukt aber nicht im R? sondern nur im R? existiert, muss eine dritte Vektor-
komponente ergénzt werden. Wird diese z-Komponente jeweils auf Null gesetzt, bleibt
man in der z-y-Ebene.

6
a =1 -3
0
3
v=| 5
0

6 3
T x b = -3 | x| 5
0 0
-3-0—-0-5
= 0-3—6-0
6-5—(—-3)-3
0
a x bt = 0
39

Der Betrag dieses Vektors gibt die Flache des zugehorigen Parallelogramms an.

=v02+0%2+392=39FE

Apy, = }a* < B

Die gesuchte Dreieckflache ist die Halfte davon.

Apsr 39FE
= = —195FE

A
A 9 9




4.3 Aufgabe 3

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Flache zwischen den drei Punk-
ten:

P2 —41) P3| —42)  Ps(5]—-2[3)

Losung: Ich bilde den Vektor @ von P; nach P, und den Vektor b von P, nach Ps.

5—2 3
= -4-(-4) | = o0
21 1
5—2 3
b=| —2—(=4) | = 2
3-1 2

Die Flédche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag
des Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wire dann die Hélfte davon. Das
Kreuzprodukt kann nun gebildet werden.

3 3
axb = 0| x| 2
1 2
0-2—1-2
= 1-3—-3-2
3-2—-0-3
-2
axb = -3
6

Der Betrag dieses Vektors gibt die Flédche des zugehorigen Parallelogramms an.

Apar = |G x b| = /(=2)2 4 (=3)2+ 62 = TFE

Die gesuchte Dreieckflache ist die Halfte davon.

Apar  TFE
= — — — =35FE

A
A 9 2




4.4 Aufgabe 4

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Flache zwischen den drei Punk-
ten:

P(=13[2)  P(5[=22)  Ps(=2[3]5)

Losung: Ich bilde den Vektor @ von P; nach P, und den Vektor b von P, nach P;.

5—(—1) 6

i= -2-3 | = -5
22 0
—2—(-1) 1

b= 0—3 =1 o
52 3

Die Flédche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag
des Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wire dann die Hélfte davon. Das
Kreuzprodukt kann nun gebildet werden.

6 —1
axb = -5 X 0
0 3
—-5-3—-0-0
= 0-(—1)—6-3
6-0—(-5) (1)
—15
ixb = | —18
-5

Der Betrag dieses Vektors gibt die Flédche des zugehorigen Parallelogramms an.

— @ x b| = \/(—15)2 + (—18)2 + (=5)? ~ 23,958 FE

Die gesuchte Dreieckflache ist die Halfte davon.

 Apar _ 23,958FE

A ~~
A 2 9

= 11,979FE



4.5 Aufgabe 5

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Flache zwischen den drei Punk-
ten:

P(=41213) RG] -12)  Ps(=2[34)

Losung: Ich bilde den Vektor @ von P; nach P, und den Vektor b von P, nach P;.

3— (—4) 7

i=| —-1-2 |=|[ -3
2-3 1

—2— (—4) 2

b= 3-2 —| 1
43 1

Die Flédche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag
des Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wire dann die Hélfte davon. Das
Kreuzprodukt kann nun gebildet werden.

7 2
axb = -3 | x 1
—1 1
—3-1—(=1)-1
= —1-2-—-7-1
7-1—(-3)-2
-2
axb = -9
13

Der Betrag dieses Vektors gibt die Flédche des zugehorigen Parallelogramms an.

Apar = @ x bl = /(=2)2 + (—9)2 + 132 = /254 ~ 15,938 FE

Die gesuchte Dreieckflache ist die Halfte davon.

Apar /254

A = —=x~T7969FE
A 9 2 )




4.6 Aufgabe 6

Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Dreieck-Flache zwischen den drei Punk-
ten:

P(=51214)  P(2[-1[3)  Ps(=13]5)

Losung: Ich bilde den Vektor @ von P; nach P, und den Vektor b von P, nach P;.

2 — (=5) 7

i=| —-1-2 | =1 -3
34 1
—1—(=5) 4

b= 3-2 = 1
54 1

Die Flédche eines Parallelogramms gebildet aus zwei Vektoren kann mit dem Betrag
des Kreuzproduktes bestimmt werden. Das Dreieck wire dann die Hélfte davon. Das
Kreuzprodukt kann nun gebildet werden.

7 4
axb = -3 X 1
—1 1
—3-1—(-1)-1
= —1-4—-7-1
7-1—(=3)-4
—2
ixb = | —11
19

Der Betrag dieses Vektors gibt die Flédche des zugehorigen Parallelogramms an.

Apar = |@ x b| = 1/(—=2)% + (=11)% + 192 = /486 ~ 22,045 FE

Die gesuchte Dreieckflache ist die Halfte davon.

_ Ape V486

A = —=~ 11,023 FE
A 2 9 )




5 Sonstiges
5.1 Aufgabe 1

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren!

-3 ) 36
i=| —4 b= -9
12 12

Losung: Vorab werden ein paar Hilfsgroflen bestimmt:

@ = /(=3)2 + (—4)2 + 122 = 13

‘5‘ = /362 1 (—9)2 + 122 = 39

. -3 36
a-b=1 -4 |- -9 | =—-108+ 36+ 144 =72
12 12

Hiermit kann der Winkel ¢ aus der Grundformel berechnet werden:

ya\.]z?]-cow — Gb y;(\ay.‘z?])

ab
cosp = —
|| - |b

ab

@ = arccos .

- |5

72

(2 arccos 1339



5.2 Aufgabe 2

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren!

6 ) -9
i=| -2 b= | —12
8 36

Losung: Vorab werden ein paar Hilfsgroffen bestimmt:

@) = /62 + (—24)2 + 82 = 26

bl = /(=9)2 + (—12)2 + 362 = 39
) 6 —9
d-b=| —24 |- | =12 | = —54+ 288 + 288 = 522
8 36

Hiermit kann der Winkel ¢ aus der Grundformel berechnet werden:

]&'\-’5’-(:08@ - Gb y;(\ay-‘z?])

ab
cosp = —
|| - |b

ab

@ = arccos .

- |5

522

@ = arccos 39

¢ ~ 59,016°



5.3 Aufgabe 3

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren!

12 . —21
a=1 -9 b= 28
8 —12

Losung: Vorab werden ein paar Hilfsgroffen bestimmt:

@ = /122 + (—9)2 + 82 =17

‘6‘ = /(—21)2 + 282 + (—12)2 = 37

12 —21
a-b=1 -9 |- 28 | = —252 — 252 — 96 = —600
8 —12

Hiermit kann der Winkel ¢ aus der Grundformel berechnet werden:

]&'\-’5’-(:08@ ~- Gb y;(\ay-‘z?])

@b
cosp = —
|| - |b

ab

Y = arccos—_’

- |5

B — 600

@ = arccos 1737

o ~ 162,534°



5.4 Aufgabe 4

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren!

24 . —48
32 —12

Losung: Vorab werden ein paar Hilfsgroffen bestimmt:

@) = /242 + (—9)2 + 322 = 41

‘6‘ = /(—48)2 + 162 + (—12)2 = 52
4

2 —48
a-b=1 -9 |- 16 | =—-1152 —144 — 384 = —1680
32 —12

Hiermit kann der Winkel ¢ aus der Grundformel berechnet werden:

|d’|-‘g‘-cos<p - @b \:(\ay-]z?‘)

ab
cosp = —
| - b

ab

@ = arccos 5

|l - b

— 1680
(Y2 arccos

41 - 52

¢ ~ 141,998°



5.5 Aufgabe 5

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren!

25 18
60 24

Losung: Vorab werden ein paar Hilfsgroffen bestimmt:

|d@| = \/25% + (=72)2 + 602 = 97

‘6’ = /(—18)2 + 162 + 242 = 34

25 —18
a-b=1| =72 |- 16 | = —450 — 1152 + 1440 = —162
60 24

Hiermit kann der Winkel ¢ aus der Grundformel berechnet werden:

]&'\-’5’-(:08@ ~- Gb y;(\ay-‘z?])

ab
cosp = —
|| - |b

ab

@ = arccos .

- |5

— 162

(2 arccosg7.34
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