Musterlosungen Kurvendiskussionen
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Kopfe
Klassenarbeit Mathematik Nr. 1

Klasse: FOS 21 Name: Datum: 12.03.2013
Punkte: von 40 Ordnungsfaktor: %
Blitterzahl: Note:

Zu allen Aufgaben muss immer ein vollstdndiger und nachvollziehbarer Lisungsweg mit angegeben
werden. Bitte achten Sie auf die korrekte Verwendung mathematischer Zeichen wie Gleichheitszeichen,
Bruchstriche, Klammern usw. Es droht Punktabzug!

Bitte tragen Sie Thren Namen sowie die Zahl der eigenen Bldtter oben ein. Ordnen Sie die

Blitter in eine verniinftigen Reihenfolge, bevor Sie diese zur Abgabe zusammenheften.

1 Komplettaufgaben
1.1 KURVENDI-01

Diskutieren Sie die Funktion f(z) und skizzieren Sie ihren Graphen!

f(z) = 2* — 82 4 1822

Losung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschriankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung vierten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings kénnen wir 22 ausklammern.

flxo) =
ry — 8r3 + 1822 =
x3 - (23 —8xp+18) =

o O O

(1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

Lol = 0 (1)



Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

22— 8x9+18 = 0
To2/3 = 4+ \V4 42 — 18
1'02/3 = 4:]:\/—2

Die Wurzel hat keine (reelle) Losung. Die Funktion hat also nur die einzige Nullstelle:
0

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir x Null einsetzt.

Yo = f(0)=0"—-8-0°+18-0* =0
Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo =0 (1)

3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

(r) = z*—8x3+ 1822

f(z) = 42° —242* + 36z (1)
() = 1222 —48x+36 (1)
(r) = 24z —48 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu
ermitteln.

flae) =

4a? — 2422 4 36z, =
¥ — 622 + 9z, =
Te- (22 —6z,4+9) = 0
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste mogliche Extremstelle:

| -4

o O O

Tel = 0 (1)
Die weiteren Kandidaten erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

22 —6.4+9 = 0

J]ez/g = 3:':\/32—9
Leo = 3 (1)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.



Was ist bei 2,4 = 07
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f7(0)=12-0°—-48-0+36=36>0 = Tiefpunkt beiz =0 (1)

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x.; in die Grundfunk-
tion f(x).
yr = f(0)=0"-8-0*+18-0°=0

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(0[0) | (1)

Was ist bei 2 = 37
Die Priifung fiihre ich ebenfalls mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f'(3)=12-3>-48-3+36=108—144+36=0 = Keine Aussage moglich! (1)

Da diese Methode zu keinem Ergebnis gefithrt hat, verwenden wir die alternative Me-
thode, die mit der ersten Ableitung auskommt, zur Untersuchung. Als , Nachbarwerte*
ZU Tep = 3 wéhle ich 2 und 4 aus.

{f’(z) = 4-22-24-2°436-2 = 8 > 0

Da kein Vorzeichenwechsel vorliegt, haben wir einen Sattelpunkt. (1)
Den y-Wert des Sattelpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z., in die Grund-
funktion f(x).

ys = f(3) =3"—-8-3*+18.32 =27

Damit kénnen wir den Sattelpunkt angeben: | Sattelpunkt S(3]27)| (1)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

f//(xw) — 0
1222 — 482, +36 = 0 |:12
2 —4r,+3 = 0 (1)

ZEwl/Q = 2+ \/22—3
Tyl = 241
LTyl = 1 Tyw2 = 3 (1)

Wir haben zwei Kandidaten fiir Wendepunkte gefunden. Was dort jeweils tatséchlich los
ist, priife ich im einzelnen jeweils mit Hilfe der dritten Ableitung.



Was ist bei x,, = 17

f"(1)=24-1-48=-24#0 = Wendepunkt bei z,;, =1 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x,,; in die Grund-
funktion f(x).
Yor = f(@w1) = f(1) =1"=8-1°+18- 1> =11

Damit kénnen wir den ersten Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (1]11)| (1)

Was ist bei x,0 = 37

f"(33)=24-3—-48=24#0 = Wendepunkt bei z,o =3 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x5 in die Grund-
funktion f(x).
Yuz = f(Tuw) = f(3) =3'—8.3*+18.3> =27

Damit kénnen wir den zweiten Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W5(3[27)| (1)




4. Skizze:

Hier ist der Funktionsgraph f(x) = 2% — 8z® + 1822 dargestellt:
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1.2 KURVENDI-02

Diskutieren Sie die Funktion f(z) und skizzieren Sie ihren Graphen!

f(x) = 2" + 82° + 1827

Losung  (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschrinkende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nulistellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung vierten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings konnen wir 3 ausklammern.

flxo) =
xg+ 8z + 1822 =
z3 - (234 8xg + 18) =

o O O

(1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

To1 = 0 (1)
Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

2 +8rp+18 = 0
To2/3 = —4 + v 42 — 18
.T02/3 = —4 :l: AV —2

Die Wurzel hat keine (reelle) Losung. Die Funktion hat also nur die einzige Nullstelle:

(1)

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

yo=f(0)=0"+8-0°+18-02=0

Das fassen wir zusammen und erhalten:



3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

f(z) = a*+ 8%+ 1822
f(z) = 42°+242* 4+ 36z (1)
f"(z) = 1222 +48zx+36 (1)
f"(x) = 24x+48 (1)
Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-

leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu
ermitteln.
f'(ze)

4a? 4 2422 + 36z, =
3+ 622 + 9z, =
To- (22462, +9) = 0
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste mogliche Extremstelle:

a1 =0 (1)

|:4

o O O

Die weiteren Kandidaten erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

22+6x.+9 = 0
1'62/3 = —3I|:\/ 32 -9
Lea = -3 (1)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x4 = 07
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(0)=12-0°+48-0+36=36 >0 = Tiefpunkt beiz =0 (1)

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z.; in die Grundfunk-

tion f(x).
yr = f(0) =0"+8-0°+18 -0 =0

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(0(0) | (1)

Was ist bei .9 = —37
Die Priifung fithre ich ebenfalls mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f7(=3) = 12:(=3)*+48-(—3)+36 = 108—144+36 =0 = Keine Aussage moglich! (1)

Da diese Methode zu keinem Ergebnis gefiihrt hat, verwenden wir die alternative Me-
thode, die mit der ersten Ableitung auskommt, zur Untersuchung. Als ,Nachbarwerte*
ZU Teo = —3 wahle ich —4 und —2 aus.

{f’(—4) = 4-(—43+24-(-4)2+36-(—4) = —16 < 0

f(=2) = 4'(—2)3+24-(—2)2+36-(—2) _ .8 < 0} = Sattelpunkt



Da kein Vorzeichenwechsel vorliegt, haben wir einen Sattelpunkt. (1)

Den y-Wert des Sattelpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z. in die Grund-
funktion f(x).
ys = f(—=3) = (-3)" +8-(—=3)* + 18- (=3)* =27

Damit kénnen wir den Sattelpunkt angeben: | Sattelpunkt S(—3[27)| (1)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

f(@e) = 0
1222 + 48z, +36 = 0 |:12
22 +4r,+3 = 0 (1)
Tworjp = —2+£V22-3
Twijg = —2%1
Ty = —1 T2 = —3 (1)

Wir haben zwei Kandidaten fiir Wendepunkte gefunden. Was dort jeweils tatséchlich los
ist, priife ich im einzelnen jeweils mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei 2, = —17

f"(=1)=24-(-1)4+48=24#0 = Wendepunkt bei z,; = -1 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x,; in die Grund-
funktion f(x).

Yor = [(Tw1) = f(=1) = (=D 4+ 8- (=1)* + 18- (—1)* =11

Damit kénnen wir den ersten Wendepunkt angeben: | Wendepunkt Wy (—1[11)| (1)

Was ist bei x,0 = —37

f"(=3)=24-(-3)+48=—-24+#0 = Wendepunkt bei x,o = -3 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x,s in die Grund-
funktion f(x).

Yz = [(Tu2) = f(—=3) = (=3)* +8-(=3)* + 18- (=3)* = 27

Damit konnen wir den zweiten Wendepunkt angeben: | Wendepunkt Ws(—3(27)| (1)




4. Skizze:
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Hier ist der Funktionsgraph f(x) = x? + 823 + 1822 dargestellt:
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1.3 KURVENDI-03

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) = 2* — 92° + 242 — 16

Losung  (25)

1. Definitionsbereich

2. Achsenschnittpunkte

Nullstellen Zur Bestimmung der Nullstellen wird die Funktionsgleichung gleich Null
gesetzt.
flzg) =0 = x5 —920 + 2415 — 16 =0

Hier haben wir eine Kubische Gleichung, fiir die wir keine analytische Losung zur
Verfiigung haben. Durch planvolles Raten (in Frage kommen alle Teiler des absolu-
ten Gliedes, also von 16) erhalten wir die erste Losung:

xr =1 (1)

Zur Bestimmung der weiteren Nullstellen lasst sich bekanntlich der Term (x — x¢)
ausklammern. Dazu fithren wir eine Polynomdivision durch und erhalten:

(z8 — 925 + 2419 — 16) : (v — 1) =2* —8x + 16 (2)
Die Funktion f(x) lasst sich demnach so faktorisieren:
fx)=(x—1)- (2> -8z +16) (1)

Bekanntlich ist ein Produkt genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Da wir
die Nullstelle des ersten Faktors schon bestimmt haben, kénnen wir die weiteren aus
dem zweiten Faktor erhalten.

22— 8x9+16 = 0
1'02/3 = 4+ \/42—16

T2 = 4 (2

Wir haben also die Nullstellen: [z¢; = 1 und zgs = 4|

11



y-Achsenabschnitt Zur Bestimmung des y-Achsenabschnittes setzt man Null in die
Funktionsgleichung ein.

yo=f(0)=0>—9-02424-0—16=—16

Der y-Achsenabschnitt lautet: [yo = —16| (1)

3. Extrema Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

fl(x) = 32> —18z+24 (1)
f"(x) = 6z—18 (1)
f"(@) = 6 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln.

f,(xe) =0
322 — 182, +24 = 0 |:3
22— 6z, +8 = 0
1381/2 = 3+ m
Terp = 3x1
Tep = 2 Tea =4 (2)

Wir haben damit zwei Kandidaten fiir Extrema gefunden. An welcher Stelle welches
Verhalten vorliegt, muss jetzt einzeln untersucht werden. Ich verwende das Kriterium,
das die zweite Ableitung verwendet, weil wir die ja ohnehin schon bestimmt haben.

Was ist los bei x.; = 27

1"(2)=6-2—18=-6<0 = Hochpunkt

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z.; in die Grundfunk-
tion f(x).
yh=f(ra) = f(2)=2°-9-22+24.2-16 =4

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(2]|4)| (2)

Was ist los bei xq.o = 47

f"(4)=6-4—-18=6>0 = Tiefpunkt

12



Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x.5 in die Grundfunk-
tion f(z).
Yr = flaer) = f(4) =4>—9-44+24-4-16 =0

Damit konnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(4(0)| (2)

4. Wendepunktbestimmung Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist
das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung gleich
Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

f'(@e) = 0
6z, —18 = 0 |+ 18
6x, = 18 |:6
Ty = 3 (2)

Bei z,, = 3 konnte also ein Wendepunkt liegen. Ob das tatséchlich der Fall ist, priife ich
mit Hilfe der dritten Ableitung.

["(xy)=f"(3)=6#0 = Wendepunkt

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z,, in die Grund-
funktion f(x).
Yo = f(2y) = f(3)=3-9-3"+24-3-16=2

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (3[2)| (2)

13



5. Skizze Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 2* — 922 + 242 — 16 dargestellt:  (4)
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1.4 KURVENDI-04

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) = 2* — 92% + 24z — 20

Losung  (25)

1. Definitionsbereich

2. Achsenschnittpunkte

Nulistellen Zur Bestimmung der Nullstellen wird die Funktionsgleichung gleich Null
gesetzt.
flze) =0 = xp— 922 + 2415 —20=0

Hier haben wir eine Kubische Gleichung, fiir die wir keine analytische Losung zur
Verfiigung haben. Durch planvolles Raten (in Frage kommen alle Teiler des absolu-
ten Gliedes, also von 20) erhalten wir die erste Losung:

ol — 2 (1)

Zur Bestimmung der weiteren Nullstellen lasst sich bekanntlich der Term (x — x¢)
ausklammern. Dazu fithren wir eine Polynomdivision durch und erhalten:

(z8 — 925 +24w9 — 20) : (v —2) =2 = Tx +10 (2)
Die Funktion f(z) lasst sich demnach so faktorisieren:
flx)=(x—2)- (2> =Tz +10) (1)

Bekanntlich ist ein Produkt genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Da wir
die Nullstelle des ersten Faktors schon bestimmt haben, konnen wir die weiteren aus
dem zweiten Faktor erhalten.

2 —Trg+10 = 0

7 7\’
Iog/g = 5 :]: 5 — ]_0
7 3
To2/3 = 5 + 5
To2 — 5 To3 = (2)

Wir haben also die Nullstellen: [ zg; = 2 und zgy = 5|
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y-Achsenabschnitt Zur Bestimmung des y-Achsenabschnittes setzt man Null in die
Funktionsgleichung ein.

Yo=f(0)=0"-9-0>+24-0-20=-20 (1)

Der y-Achsenabschnitt lautet: |yo = —20

3. Extrema Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

fl(x) = 32> —18z+24 (1)
f"(x) = 6z—18 (1)
f"(@) = 6 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln.

f,(xe) =0
322 — 182, +24 = 0 |:3
22— 6z, +8 = 0
1381/2 = 3+ m
Terp = 3x1
Tep = 2 Tea =4 (2)

Wir haben damit zwei Kandidaten fiir Extrema gefunden. An welcher Stelle welches
Verhalten vorliegt, muss jetzt einzeln untersucht werden. Ich verwende das Kriterium,
das die zweite Ableitung verwendet, weil wir die ja ohnehin schon bestimmt haben.

Was ist los bei x.; = 27

1"(2)=6-2—18=-6<0 = Hochpunkt

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z.; in die Grundfunk-
tion f(x).
yn = f(ra) = f(2) =22 —9.22+24-2-20=0

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(2|0)| (2)

Was ist los bei xq.o = 47

f"(4)=6-4—-18=6<0 = Tiefpunkt

16



Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x.5 in die Grundfunk-

tion f(x).
Y= f(zea) = f(4) =43 —9-4> +24 -4 - 20 = —4

Damit konnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7'(4| —4)| (2)

4. Wendepunktbestimmung Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist
das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung gleich
Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

f'(@e) = 0
6z, —18 = 0 |+ 18
6x, = 18 |:6
Ty = 3 (2)

Bei z,, = 3 konnte also ein Wendepunkt liegen. Ob das tatséchlich der Fall ist, priife ich
mit Hilfe der dritten Ableitung.

f"(xw)=f"(3)=6#0 = Wendepunkt

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z,, in die Grund-
funktion f(x).

Yo = flxy) = f(3)=3"—9-32+24.3-20= -2

Damit konnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (3| —2)| (2)

17



5. Skizze
Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 2® — 922 4 24z — 20 dargestellt:  (4)
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1.5 KURVENDI-05

Untersuchen Sie die Funktion auf Definitionsbereich, Pole/Liicken, Achsenabschnitte,
Hoch-/ Tief-/ Sattelpunkte, Asymptote sowie Wendepunkte. Skizzieren sie auch den
Funktionsgraphen!
B 42?
1@ =57

Losung  (25)

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

922 +27 = 0
?4+3 =0
2 = -3

131/2 = :l:\/ -3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrénkungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunichst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir = einsetzt.

402 0 0
T 9.02+27T 27T
y-Achsenabschnitt:

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

Yo = f(0)

flzo) =0
42
Wﬁw — 0 |- (922 +27)
dry = 0 |:4
i = 0 I/
o = 0

z-Achsenabschnitt:

19



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 42? und v(z) = 92% + 27.

f’(CL’) = . 2

722 + 2162 — 7223

(922 + 27)2
216z
(922 4 27)2
Die erste Ableitung lautet: | f/(x) 216z
1 T 1tun : =
€ ersie errung laute i (91‘24—27)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt véllig andere Terme. Es ist hier u(z) = 216z und v(z) = (92% + 27)%.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(x) ist dann der Klammerinhalt.

g(z) =922 +27 = g'(z)=18z
v(g) = ¢ = v'(g9) =29 =2 (92 + 27)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
v (x) = 362 - (927 + 27)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also

20



erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

/
’U,/ v m v

AN NN A N ~
216 - (922 + 27)% — 2162 - 362 - (927 + 27)

(92% + 27)*
N————’

02

f(z) = | Ausklammern: (92” + 27)

(92 + 27) - (216 (922 + 27) — 2161 - 369:)

= 027 7 o7 | Kiirzen

_ 216 - (92 + 27) — 216z - 362 | Zusammenfassen
(922 +27)3
194422 + 5832 — 77762
(922 4 27)3
— 583222 + 5832
(922 4-27)3

— 5832x? + 5832

Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = (922 + 277
z

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f/<£L‘E) =0
(922, + 27)2
216z = 0 |:216

$E:0

= 0 |-(92%+27)?

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

—5832-0%+5832 8
(9-02+27)3 27

17(0) = >0 = Tiefpunkt bei zgp =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

4-02

ve = I =g =0

Der Tiefpunkt lautet also: [ 7°(0|0)
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Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

faw) =0

— 583222 + 5832
(922 + 27)3

—58322% 45832 = 0 |—5832

= 0 |-(922 +27)

—583222 = —5832 |:(—5832)
z, = 1 |/
Tyl = +1
Tyl = —1 T2 = 1

Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

( 5832 (—2)2 £ 5832 17496
i 2 5~ “a50047 =0
— 58(392. (0_22—1)— ;8_3227) ] =  Wendepunkt bei z,, = —1
" O — _° S
\f() (9.02+27)3 27
( —5832-02+5832 8
FO=—g@rop ~on” |
— 583222 + 5832 17496 =  Wendepunkt bei 2, =1
1 2 — _ <
\ @) (9-22427)3 250047

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

Yot = St =g 0T T 9. (12 + 27 9
42 4-12 1
Y2 = f(xw2) 2 -

T 922,427 9-12+27 9

1 1
Wir erhalten also die Wendepunkte: | W <—1\§> und | Wy <1|—>
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Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu koénnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

4 36
(4372 ) (99U2 +27) = —— ———
_(43;2 +36) 9 922427

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den , Rest“, also nur der Bruch 3

36

ohne den Term ————.
922 + 27

4
Asyptote: |a(z) = 5

4
Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hohe von 5 ~ 0,444

dar. Den Tiefpunkt (identisch mit den Achsenschnittpunkten) und die Wendepunkte
tragt man ein, dann ergibt sich sofort der Kurvenverlauf.

23



0.7
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1.6 KURVENDI-06
8x?

1) = 2551

Lésung (25)

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

72421 = 0
2 +3 = 0
2 = -3

T1/2 = :i:\/—3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunéchst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir x einsetzt.

8- 02 0

:—:—:0
7-024+21 21

onf(O)

y-Achsenabschnitt: |yo = 0

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

f(zo) = 0
82 )
il : 21
Tzt + 21 0 - (72 +21)
8rp = 0 |:8
=0 |y

g =

z-Achsenabschnitt:

25



Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 82? und v(z) = 72% + 21.

ul v u ,U/

A~ — AN A~
162 -(72* + 21) — 82* 14«
(72* + 21)*
—_—

02

11223 + 336z — 11223

(722 + 21)?
3360
(T2 +21)2
Die erste Ableitung lautet: | f(x) 5367
1 T 1tun . = -
€ ersie errung laute i (71‘24—21)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt véllig andere Terme. Es ist hier u(z) = 336z und v(z) = (72% + 21)%

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-

rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(x) ist dann der Klammerinhalt.

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
V' (x) = 28z - (T2* 4 21)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
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erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

/
u’ v ” v

AN T A 7 % ~
336 - (T2 + 21)% — 3362 - 28z - (7T2* + 21)

(72 +21)*
N————’

v2

f(z) = | Ausklammern: (7z” + 21)

(T2 +21) - (336 (722 4 21) — 3362 - 289:)

= (727 1 21 | Kiirzen

336 - (722 + 21) — 336a - 28z
= | Zusammenfassen
(722 +21)3
235212 + 7056 — 94082
(72?2 +21)3
— 705622 + 7056
(722 +21)3

— 705622 + 7056

Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = (722 1 217
x

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

fllzg) = 0
3362 g
(7% + 21)2

336z = 0 |:336

$E:0

= 0 |- (72} +21)?

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

— 7056 - 0% + 7056 16
(7-02+21)3 21

17(0) = >0 = Tiefpunkt bei zgp =0

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

8- 02

vp = 1(ee) = 7 = O

Der Tiefpunkt lautet also: [ 7°(0|0)
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Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

faw) =0

— 705622 4 7056
(722 4 21)3

—705622 + 7056 = 0 |— 7056

= 0 |- (722 +21)

—705622 = —7056 |:(—7056)
z, = 1 |/
Tyl = +1
Tyl = —1 T2 = 1

Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatsédchlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wéhle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

( — 7056 - (—2)2 + 7056 21168
ree o1 117649
- 70(576. ((;24)_ 735%1) ] = Wendepunkt bei z,,; = —1
1 . _ 2
( — 7056 - 0> + 7056 8
f//(o) — _ o
(7-02 4 21)3 21 Wondenik bet o 1
— 7056 - 22 + 7056 21168 = Wendepunkt bei 2,7 =
1
2) = _
\ @) (7-22421)3 117649 =

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

8z2 8- (—1)? 2
T2 +21 T-(=1)2+21 7
822 812 2
Y2 = f(xw2) 2 =

T 722,427 T-12+421 7

2 2
Wir erhalten also die Wendepunkte: | W <—1\?> und | Wy <1|—>
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Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu koénnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

8 24
G ) oem) = S M
_<8$2 +24) 7 T2 + 21

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den , Rest“, also nur der Bruch -

24

ohne den Term ———.
Tx2 + 21

8
Asyptote: |a(z) = =

8
Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hohe von - ~ 1,143

dar. Den Tiefpunkt (identisch mit den Achsenschnittpunkten) und die Wendepunkte
tragt man ein, dann ergibt sich sofort der Kurvenverlauf.
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1.7 KURVENDI-07

222 +3
o) ="233

Lésung (25)

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

2?+3 =0
2 = =3

1’1/2 = :t\/ -3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunéchst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir = einsetzt.

2-02+3
= O =

y-Achsenabschnitt: [y = 1

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

flzo) =0
223 + 3
2 =0 |-(22+3
213 |- (e +3)
20p4+3 = 0 |—3
20 = =3 |:2
3
Ty = 3 va
3
rog = + —5

Da es hierfiir keine (reelle) Losung gibt, hat die Funktion |keine Nullstellen. |
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Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 22? + 3 und v(x) = 2% + 3.

’ v u /

u v

~~ — A~
4 - (2* +3) — (22 +3) - 22

fl) =

(2% + 3)?
2

42’ 4120 — 4o’ — 6

B (22 +3)?

B 6x

(@ +3)

Die erste Ableitung lautet: | f/(z) = —r
1€ erste ce1run, autet: XrT) = —F]7——=
° (a2 + 3)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt véllig andere Terme. Es ist hier u(z) = 6z und v(x) = (22 + 3)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(x) ist dann der Klammerinhalt.

+3 = J(z)=2

g(z) = 2° 2
g° = V(9)=29=2 (2% +3)

v(g)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
V' (z) = 4z - (2° 4 3)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
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erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

/
’U,/ v m v

AN TS AN T
6 -(z2+3)*—"6x -4x- (2> +3)

f(x) = (z* +3)* | Ausklammern: (z* + 3)
T
2
(x4 3) - (6-(m2+3)—6x~4x)
= L | Kiirzen
6- (2> +3) — 6z -4x
= | Zusammenfassen
(2 4+ 3)3
B 622 + 18 — 2422
B (2 +3)3
— 1822 + 18
/ —
Fe) (2% + 3)?
— 1822 418

Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = W
x

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f/<£L‘E) =0
GLCE
s = 0 | (@ +3)
(2% +3)
6rg = 0 |:6
Tgp = 0

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

—18-024+18 2

02 +33 3 >0 = Tiefpunkt bei zp =0

f"(0) =

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

2-02+3_

v = flen) = <53

Der Tiefpunkt lautet also: | 7°(0|1)
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Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

f”(xw) =0
— 1822 + 18
—182z2 +18 = 0 |—18
—18z2 = —18 |:(—18)
v, = 1 |/
Twie = *1
Typ1 = —1 Tyo = 1

Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatséichlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wahle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

( —18-(—2)?2+18 54
f//<_2) _ ( ) ; __ "
((=2)* +3) 343 =  Wendepunkt bei 2, = —1
—18-0°4+18 2 pu Vw1 =
" N=— """ _“39
. 11(0) (02 +3)3 3
( —18-0%24+18 2
o) =—— 2225
(02 +3)3 3 . o
1822418 54 = Wendepunkt bei z,5 =1
0 <0
\ 1) (22 4+ 3)3 343

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.
22,43 2-(-1)2+3 5

o1 = f(w1) = - —2-1,95
vor = J@) = 25 e = Ty T

222, +3 2-12+3 5
w2 — w = w = :—:1725
Yz = F(@w2) 2,43 12+3 4

Wir erhalten also die Wendepunkte: | Wy (—1|1,25) [ und | W5 (1|1, 25)
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Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu koénnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

3
(2372 +3) : (g;Q —+ 3) = 92— 5
—(22% +6) 5 +3
-3

Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest*, also nur die Zahl 2 ohne
3

x2+3

den Term —

Asyptote: |a(z) = 2

Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Héhe von y = 2 dar.
Den Tiefpunkt 7°(0|1) und die Wendepunkte W, und W trigt man ein, dann ergibt sich
sofort der Kurvenverlauf.
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1.8 KURVENDI-08

422 + 6
o) =233

Lésung (25)

Definitionsbereich: Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen die Nullstellen
des Nenners ermittelt werden.

2?+3 =0
2 = =3

1’1/2 = :t\/ -3

Hierzu gibt es keine (reellen) Losungen. Daher gibt es keine Einschrankungen im Defi-
nitionsbereich. Damit gibt es auch weder Polstellen noch Liicken.

Achsenabschnitte: Zunéchst bestimmen wir den Abschnitt yo auf der y-Achse. Man
erhélt ihn, indem man 0 fiir = einsetzt.

4-02+6
= O =

y-Achsenabschnitt: [yy = 2

Der Abschnitt auf der z-Achse ergibt sich fiir den (oder die) z-Wert(e), wo der Funkti-
onswert 0 ist.

flzo) =0
423+ 6
2 =0 |-(22+3
o [ (e +3)
dri+6 = 0 |—6
4y = —6 |:4
3
Ty = 3 va
3
rog = + —5

Da es hierfiir keine (reelle) Losung gibt, hat die Funktion |keine Nullstellen. |
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Ableitungen: Die erste Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimt. Dabei ist
u(x) = 42? + 6 und v(x) = 2? + 3.

’ v u /

u v

~~ — A~
8z -(2* +3) — (42® +6) - 22

fl) =

(2% + 3)?
2
8% 4 24p — 8% — 122
B (22 +3)?
B 12z
(@ +3)
Die erste Ableitung lautet: | f/(z) = s
1€ erste ce1run, autet: XrT) = —F]7——=
° (a2 + 3)2

Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dabei
sind natiirlich nicht v und v von der Bestimmung der ersten Ableitung zu verwenden,
sondern es gibt vollig andere Terme. Es ist hier u(z) = 122 und v(z) = (2? + 3)2.

Da die Hilfsableitung v'(z) etwas knifflig zu bestimmen ist, fiihre ich das in einer Neben-
rechnung vorweg durch. Wegen der Aufbaus von v(x) kommt hier die Kettenregel zum
Einsatz. Die innere Funktion g(x) ist dann der Klammerinhalt.

+3 = J(z)=2

g(z) = 2? 2
q? = V(9)=29=2 (2% +3)

v(g)

Ich fasse das noch etwas zusammen und erhalte:
V' (z) = 4z - (2° 4 3)

Dabei sollte man auf keinen Fall auch noch die Klammer ausmultiplizieren. Dann
sieht man nédmlich im néchsten Schritt nicht mehr, dass man den Bruch kiirzen — also
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erheblich vereinfachen — kann. Bilden wir nun die zweite Ableitung.

’U/

A /_/u\ — e
12 - (2° +3)* =127 -4z - (2° + 3)

u’ v

f(x) = (z* +3)* | Ausklammern: (z* + 3)
T
2
(x4 3) - (12 (2?4 3) — 12x - 4x>
= L | Kiirzen
12- (22 +3) — 12z - 4z
= | Zusammenfassen
(x2 +3)3
B 122% + 36 — 482>
B (22 +3)3
— 3622 + 36
/ j—
Fe) (2% + 3)?
— 3622 + 36
Die zweite Ableitung lautet also: | f”(z) = (xgxw

Extrema: Jetzt konnen wir die Hoch- Tief- und Sattelpunkte bestimmen. Notwendige
Bedingung fiir ein Extremum ist, dass die erste Ableitung Null wird.

f/<£L‘E) =0
121’E
e S . 2 32
1225 = 0 |:12
Tgp = 0

Damit haben wir einen Kandidaten fiir einen Hoch- Tief- oder Sattelpunkt gefunden.
Was genau dort los ist, konnen wir am einfachsten mit Hilfe der zweiten Ableitung
bestimmen, denn die haben wir ja schon.

—36-02+36_4

w =3 >0 = Tiefpunkt bei g =0

f"(0) =

Berechnen wir schnell noch den y-Wert fiir den Tiefpunkt:

4-O2+6_

f— p— _2
v = flen) = <53

Der Tiefpunkt lautet also: | 7°(0|2)
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Wendepunkte: Widmen wir uns nun den moglichen Wendepunkten. Notwendige Be-
dingung fiir einen Wendepunkt ist, dass die zweite Ableitung dort Null ist.

f”(xw) =0
— 3622 + 36
—3622 +36 = 0 |—36
—3622 = —-36 |:(—36)
v, = 1 |/
Twie = *1
Typ1 = —1 T2 = 1

Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten. Fiir beide miissen wir
priifen, ob tatséichlich Wendepunkte vorliegen. Das kann man bekanntlich mit zwei ver-
schiedenen Methoden iiberpriifen. Da ich keine Lust habe, noch die dritte Ableitung zu
bilden, verwende ich die andere Methode, die mit der zweiten Ableitung auskommt. Ich
muss dann priifen, ob zwei Nachbarstellen links und rechts von dem zu untersuchenden
Kanditaten unterschiedliches Vorzeichen bei der zweiten Ableitung ergeben. Wenn ich
die Nachbarstellen néher, als die néchste Nullstelle (oder Polstelle) der zweiten Ablei-
tung wahle, kann ich dann schlieflen, dass die zweite Ableitung an der zu untersuchenden
Stelle einen Vorzeichenwechsel hat. Als Nachbarn zu x,; = —1 wahle ich —2 und 0, als
Nachbarn zu x,, = 1 wéhle ich 0 und 2.

( —36-(—2)%+36 108
Py = — LR e
((=2)*+3) 343 = Wendepunkt bei z,; = —1
—36-024+36 2 Pt e
"0)= ———————==->0
L 11(0) (02 4 3)3 3
( —-36-0°+36 4
10 = ez =370
—(36 -;221—36 108 = Wendepunkt bei x5 =1
"= ————=——-<0
L 1) (22 4+ 3)3 343

Da wir in beiden Féllen einen Vorzeichenwechsel hatten, ergeben beide Kandidaten einen
Wendepunkt. Es fehlen dann noch die zugehorigen y-Werte.

~ ) = 42, +6  4-(=1)°+6 5
Yot =) =T R T T (C2 48 2

Yur = flEu2) = 22,+3 1243 2

Wir erhalten also die Wendepunkte: | Wy (—=1]2,5) | und | W (1]2, 5)
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Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu koénnen, ist es zweckméBig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

6
(42 46) . (2243) = 4— -
—(42% 4+12) z*+3
—6
Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,,Rest*, also nur die Zahl 4 ohne
6

den T — )

en Term —— 3

Asyptote: |a(z) = 4

Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur z-Achse auf der Hoéhe von y = 2 dar.
Den Tiefpunkt 7°(0|1) und die Wendepunkte W, und W trigt man ein, dann ergibt sich
sofort der Kurvenverlauf.

1.5 1

1.0 +

0.5 1
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1.9 KURVENDI-09

Untersuchen Sie die Funktion f(x) auf
e Definitionsbereich
e Achsenabschnitte
e Hoch-/Tief-/Sattelpunkte
¢ Wendepunkte

und skizzieren Sie ihren Graphen!

f(z) =a® 32"+ 4

Losung  (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschriankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null. Wir
erhalten dann eine Gleichung dritten Grades, die wir jedoch allgemein nicht analytisch
16sen koénnen.

zy— 313 +4=0

Durch planvolles Probieren gefunden:
xor = —1

Man kann dann (z — xg;) — hier also (z + 1) — ausklammern. Dazu fithren wir eine
Polynomdivision durch.

(x> =322 +4) : (z+1) = 22 —4r+4
(@ 4a?)
—4x? +4
— (—4z* —4x)
4 +4
- (4 +4)
0
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Ergebnis: f(z) = (x 4+ 1) - (2® — 4z + 4)
Die restlichen Nullstellen der Funktion ergeben sich aus dem 2. Klammerterm.

zg—4drg+4 = 0
ZE02/03 = 2:&\/4—4

$02:2

Nullstellen: und

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

Yo=f(0)=0"-3.0+4=4
Das fassen wir zusammen und erhalten:

yo =4

3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

f'(x) = 32 -6z
f"(x) = 6x—6
f') = 6

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln.

323 —6xg = 0

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste mogliche Extremstelle:

TE1 = 0
Die weiteren Kandidaten erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

g —6 = 0 |46
3$EQ = 6 |3

:UE2:2

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.
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Was ist bei x5 = 07
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(0)=6-0—-6=—-6<0 = Hochpunkt bei xp; =0

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zg; in die Grund-
funktion f(x).
yg = f(0)=0%-3-02+4=4

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H (0[4)

Was ist bei xgy = 27
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"2)=6-2—-6=6>0 = Tiefpunkt bei xps = 2

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zgs in die Grundfunk-

tion f(x).
yr=f(2) =2 -3.224+4=0

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(2|0)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mégliche Wendestellen zu ermitteln.

6o —6 = 0 |+6
6ryy = 6 |:6

.TW:1

Wir haben einen Kandidaten fiir einen Wendepunkt gefunden. Was dort tatséchlich los
ist, priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy = 17

"(1)=6#0 = Wendepunkt bei zy =1

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy in die Grund-
funktion f(x).
yw = flaw) = f(1) =1 =31 +4=2

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (1]2)
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4. Skizze: Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 23 — 322 + 4 dargestellt:

gt

w

NO

[Ei

P

=
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Losung  (25)

Zunéchst stelle ich die Funktion in Normalform sowie die ersten beiden Ableitungen dar.

flz) = ar®+bx*+cx+d
f(x) = 3az*+2br+c (2)
f"(x) = 6ax+2b

Um aus dem Text die Bedingungen fiir insgesamt 4 Gleichungen herauszuholen, gehen
wir den Text schrittweise durch.

Ein Polynom 3. Ordnung hat einen Wendepunkt an der Stelle z,, =2 ...

Dass es sich um ein Polynom 3. Grades handelt, haben wir schon ausgenutzt, indem
wir den Ansatz mit der Normalform gemacht haben. Wendepunkt bedeutet, dass die
zweite Ableitung dort Null ist:

f"2)=0 = 6a-2+2b=0 (2)
Damit haben wir alles aus diesem Teil des Satzes verwendet. Es geht weiter:
... mit der Wendetangente f(z) = -3z +4 ...
Dass die Wendetangente bekannt ist, bedeutet zweierlei:
1. Funktion und Wendetangente haben dort einen gemeinsamen Punkt.
2. Funktion und Wendetangente haben dort die gleiche Steigung.
Das ergibt entsprechend zwei Bedingungen und zwei Gleichungen.

f2)=£f02) = a-22+b-22+c-24+d=-3-2+4 (2)
ff2)=f(2) = 3a-2°+20-24+c=-3 (2

Drei Bedingungen haben wir schon, es fehlt also nur noch eine. Dazu lesen wir die
Aufgabenstellung weiter durch:

...und schneidet die z-Achse bei 2o = 1.
Damit sind die Koordinaten eines Punktes bekannt: P(1]0)
f)y=0 = a-1P+b-1* +c-1+d=0 (2

Damit haben wir 4 Gleichungen zur Bestimmung der vier Parameter a bis d. Zusam-
mengefasst und etwas vereinfacht sieht das Gleichungssystem dann so aus:

I 12a  +2b = 0
17 8a +4b +2c¢ +d = -2
IIT 12a +4b +c = -3

1A% a +b +c +d = 0

45



Nur in Gleichung IT und IV kommt der Parameter d vor. Daher bietet es sich an, diese
beiden Gleichungen so zu kombinieren, dass dabei d herausfillt. Das geht am einfachsten
dadurch, dass man Gleichung IV von Gleichung II subtrahiert. Die neue Gleichung nenne
ich V. Die anderen Gleichungen schreibe ich unveréndert darunter.

I 8a +4b +2¢ +d = —2 |
v a +b +c +d = 0 |-
V Ta +3b +c = -2
1 12a +2b =0
111 12a +4b +c = -3

Auch hier gibt es wieder zwei Gleichungen, die eine Variable — ndmlich ¢ — beinhalten,
die in der dritten Gleichung nicht vorkommt. Daher bietet es sich an, auch diese Glei-
chungen so zu kombinieren, dass ¢ herausfillt. Dazu subtrahiere ich die Gleichung V von
Gleichung III. Die neue Gleichung nenne ich VI. Ich sortiere die Gleichungen dazu etwas
um.

Vo Ta 43b 4+c = -2 |-
IIT 12a +4b +c¢ = -3 |
1 12a +2b = 0

VI 5a +b = -1

I 12a +2b =0

Wenn man die Gleichung VI verdoppelt oder besser noch die Gleichung I halbiert, dann
kann die Differenz zwischen beiden gebildet werden, so dass der Parameter b herausfillt.

VI 5a +b = -1
I 12a +2b = 0 |:2
VI 5a +b = —1 |-
Ia 6a +b = 0 |
a =1 (8)
Das Ergebnis setzen wir in Gleichung I ein, um b zu bestimmen.
12a4+2b = 0
121420 = 0 | — 12
26 = —12 |:2
b = —6 (3)
Die Ergebnisse fiir a und b setzen wir in Gleichung III ein, um ¢ zu bestimmen.
12a+4b+c = -3
12-14+4-(=6)+c = =3 |[+12

c =9 (2)
Die Ergebnisse fiir a, b und ¢ setzen wir in Gleichung IV ein, um d zu bestimmen.

a+b+c+d = 0
1-6494+d = 0 | —4
d = —4 (1)

Damit sind alle Parameter bestimmt, die Funktionsgleichung kann angegeben werden.
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f(z) =23 — 62+ 92 — 4
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1.10 KURVENDI-10

Untersuchen Sie die Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenabschnitte, Hoch-/Tief-
/Sattelpunkte und Wendepunkte und skizzieren Sie ihren Graphen!

f(z) = 2® — 122 + 452 — 50

Losung  (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschréankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null. Wir
erhalten dann eine Gleichung dritten Grades, die wir jedoch allgemein nicht analytisch

l6sen kénnen.
xg — 1225 + 4529 — 50 = 0

Durch planvolles Raten gefunden:
Tol — 2 (1)

Man kann dann (x — zg;) — hier also (x —2) — ausklammern. Dazu fithren wir eine
Polynomdivision durch.

(% =122 4452 =50) : (z—2) = 22—100+25 (2)
—(z® —22%)
—102* +45x —50
— (—102* +20x)

2bx =50
— (252 —50)
0

Ergebnis: f(z) = (z —2) - (2 — 102 +25) (1)
Die restlichen Nullstellen der Funktion ergeben sich aus dem 2. Klammerterm.
x5 — 10z +25 = 0
ﬂfog/og = 5+ V 25 — 25

To2 — 5 (2)

Nullstellen: |x01 = 2| und |m02 = 5|
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Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir « Null einsetzt.

yo = f(0)=0*—12-0°+45-0—50 = —50 (1)

Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo = —90

3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

() = 2% —122° + 450 — 50
fl(x) = 32* —24x+45 (1)
(r) = 6x—24 (1)
(z) = 6 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln.

3% —24rp+45=0 |:3
15 —8rp +15=0
Tpip = 4+£V16—15
T = 4=%1
Tp1 =5 Tpe =3 (2)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x5 = 57
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(5)=6:-5—-24=6>0 = Tiefpunkt bei x5, =5

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zg; in die Grundfunk-

tion f(x).
yr = f(5) =5 —12-52+45-5-50=0

Damit konnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(5(0)| (2)

Was ist bei 2 = 37
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(3)=6-3—24=-6<0 = Hochpunkt bei xp; =3
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Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zgs in die Grund-
funktion f(z).
yg = f(3)=3%—12-324+45.3-50 =4

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(3]4)| (2)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

fflaw) = 0

Grw —24 = 0 | +24
6ry = 24 |:6
zw = 4 (2

Wir haben einen Kandidaten fiir einen Wendepunkt gefunden. Was dort tatséchlich los
ist, priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy = 47

f"(1)=6#0 = Wendepunkt bei zy = 4

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy in die Grund-
funktion f(z).

yw = flaw) = f(4) =4’ —12- 4 +45-4 - 50 = 2
Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (4[2)| (2)

4. Skizze: Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 2% — 1222 + 45z — 50 dargestellt:  (4)

y

N

\v]
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1.11 KURVENDI-11

Diskutieren Sie die Funktion f(x) und skizzieren Sie ihren Graphen! (Definitionsbereich,
Polstellen /Liicken, Nullstellen, Extremstellen, Wendepunkte, Asymptote)

22 —2x+1
i

Losung  (25)

Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da der Nenner
niemals Null werden kann, gilt:

D =R

Polstellen/Liicken: Da es keine Einschriankungen im Definitionsbereich gibt, kann es
auch keine Polstellen oder Liicken geben.

Nulistellen: FEin Bruch kann nur dort Null sein, wo sein Z&hler Null ist.

2?2 —=2x+1 = 0

Tor/2 = 1:*:\/1-1
= 1+£0

g = 1
Es gibt also nur eine einzige Nullstelle:
o = 1

Extrema: Zur Bestimmung von Extrema und Wendepunkten werden die ersten beiden

Ableitungen benétigt.
22 —2x+1
A

Die Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimmt. Dazu bestimme ich zunéchst die
Teilfunktionen und deren Ableitungen.

wx) = 2> =2z+1 u(zr) = 20-2
v(r) = 22+1 V(z) = 22

Hiermit kann die Quotientenregel angewendet werden.

(22 —2) - (2 +1) — (2 =22+ 1) - 22

!
flz) = (24 1)2
B 203 + 20 — 202 — 2 — 223 + 422 — 2
B (22 4+ 1)2
2x% — 2
! _
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Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dazu
bestimme ich wieder zunéchst die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u(lr) = 222 -2 d(x) = 4o
v(r) = (22+1)? J(@) = 7

Fiir die Ableitung des Nenners ist an dieser Stelle die Kettenregel erforderlich. Dies fithre
ich in einer Nebenrechnung durch.
glz) = 22+1 g'(z) = 2

v(g) = ¢ v'(g) = 29

Die Kettenregel liefert v'(x):
V(z)=g(z) v (g) =22-29=22-2-(2*+ 1) =4da - (2* + 1)

Hiermit kann nun die Quotientenregel zur Bestimmung von f”(z) angewendet werden.
Zur Vereinfachung wird dann sofort der Term (22 + 1) ausgeklammert und dadurch
gekiirzt.
4 - (22 +1)% — (227 — 2) -4z - (22 + 1)

(x2+1)4
(22 +1)- (435 (22 +1) — (222 = 2) ~4x>

(ZZ'2 + 1)4
4o - (22 4+ 1) — (22° — 2) - 4z

(22 +1)3
43 + 4o — 823 + 8x
(25 1)
— 42 + 12z
fa) = —a— 2t
(.Z'2 + 1)3

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln. Dabei geniigt es, nur den Zahler zu untersuchen, da ein Bruch nur dort Null
sein kann, wo der Zahler Null ist.

/()

f'(ze) = 0
22-2 = 0 | +2
22 = 2 |2
2 =1 Na
Ter/2 = +1
Lel1 = 1 Le2 = —1

Was ist bei ., = 17
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

—4-13412-1 8
(12+1)3 8

(1) = =1>0 = Tiefpunkt bei z, =1

52



12—-2.-141

y@‘l = f(xel) = 12 + 1
Ergebnis: Tiefpunkt bei | T'(1|0)
Was ist bei .0 = —17
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.
—4-(-1)P*+12- (-1 -8
f(-1) = (=1) (=1 = = —-1<0 = Hochpunkt bei 2., = —1

((—1)2 + 1)3 8

(—1)?=2-(=1)+1
(-1)2+1 B

Ye2 = f(J;eQ) -

Ergebnis: Hochpunkt bei | H(—1|2)

Wendepunkte: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist das Null-
werden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung gleich Null, um
mogliche Wendestellen zu ermitteln. Dabei geniigt es, nur den Zahler zu untersuchen,
da ein Bruch nur dort Null sein kann, wo der Zahler Null ist.

f"(@e) =0
—4a? + 122, = 0
Ty - (—422 +12) = 0 = Ty =0
—472 +12 = 0 | —12
a2 = —12 |2 (—4)
x, = 3 Na
Tz = V3

Tws = V3~ 1,732 Tws = —V3~ —1,732

Was ist bei z,,; = 07
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

(o=
f’/l(l) — 1

} Vorzeichenwechsel = Wendepunkt bei x,, =0

02—-2-0+1

Ergebnis: Wendepunkt bei | W3 (0[1)

Was ist bei 2,0 = V37
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

1 .
{ ﬁ//gi _ 1_0 064 } Vorzeichenwechsel = Wendepunkt bei 0 = V3
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(VI -2VB+1_ V3
(V3)2+1 2
Ergebnis: Wendepunkt bei | Wa(1, 732(0, 134)

Yw2 = f(wa) =

Was ist bei 2,5 = —v/3?
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

(=1 = -1 . : _
{ F1(—2) = 0,064 Vorzeichenwechsel = Wendepunkt bei 2,5 = —v/3
—V3)?2—2-(—=V3)+1 3
(=v3) (=v3) + :1+\/—_z1,866
(—V3)2+1 2
Ergebnis: Wendepunkt bei | W3(—1, 732|1, 866)

Yw3s = f(xw3) =

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckmifig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

2
@ =2 +1) . 21y = 1o 2
— (22 +1) x?+1
—2x
Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,, Rest®, also nur die 1 ohne den
2z

T - .

o T +1

Asyptote: |a(z) =1

Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur x-Achse auf der Héhe von 1 dar. Auch
den Hochpunkt und den Tiefpunkt sowie die Wendepunkte tragt man ein, dann ergibt
sich sofort der Kurvenverlauf.
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1.12 KURVENDI-12

Diskutieren Sie die Funktion f(x) und skizzieren Sie ihren Graphen! (Definitionsbereich,
Polstellen /Liicken, Nullstellen, Extremstellen, Wendepunkte, Asymptote)

212

24+ 3

fz) =

Losung  (25)

Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da der Nenner
niemals Null werden kann, gilt:

D=R| (1)

Polstellen/Liicken: Da es keine Einschriankungen im Definitionsbereich gibt, kann es
auch keine Polstellen oder Liicken geben.

Nulistellen: Ein Bruch kann nur dort Null sein, wo sein Z&hler Null ist.

203 = 0 |:2
g = 0 |/

IOZO

Es gibt also nur eine einzige Nullstelle:
0

Extrema: Zur Bestimmung von Extrema und Wendepunkten werden die ersten beiden

Ableitungen benotigt.
212

flo) = 2+ 3

Die Ableitung wird mit der Quotientenregel bestimmt. Dazu bestimme ich zunéchst die
Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u(r) = 222 J(z) = 4z
v(r) = 2243 J(z) = 2z

Hiermit kann die Quotientenregel angewendet werden.

4 - (2?2 +3) — 227 - 22

fx) = (a? + 3)2
B 423 + 120 — 423
B (22 + 3)°
F@) = ey (3)
@+ 3
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Die zweite Ableitung muss ebenfalls mit der Quotientenregel bestimmt werden. Dazu
bestimme ich wieder zunéchst die Teilfunktionen und deren Ableitungen.

u(z) = 12z w(x) = 12

v(z) = (22437 v(z) = ?
Fiir die Ableitung des Nenners ist an dieser Stelle die Kettenregel erforderlich. Dies fithre
ich in einer Nebenrechnung durch.

g(x) 43 ¢(xr) = 2z
v(g) = ¢ Vi) = 2
Die Kettenregel liefert v'(x):
V(z) =g(z) v (g9) =22-29=2x-2-(2°+3) = 4a - (2* + 3)

Hiermit kann nun die Quotientenregel zur Bestimmung von f”(z) angewendet werden.
Zur Vereinfachung wird dann sofort der Term (2 + 3) ausgeklammert und dadurch
gekiirzt.

12+ (22 +3)° — 122 - 4z - (2% + 3)

14
€T =
f ( ) (.1:2 + 3)4
(22 +3) - (12 (22 43) — 122 - 4;1;)
a (22 + 3)"*
12 (2 +3) — 122 -4
a (22 + 3)°
122 + 36 — 4827
B (22 + 3)°
— 3622 + 36
ey = =

(22 +3)°
Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Extremstellen zu
ermitteln. Dabei geniigt es, nur den Zahler zu untersuchen, da ein Bruch nur dort Null
sein kann, wo der Zahler Null ist.

fi(xe) =0

122, = 0 | : 12
z. = 0

Was ist bei x, = 07
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

—36~()2—|—36_36

"(0) = =—>0 = Tiefpunkt bei z, =0
202
6: e :—:0
Ye =fle) = 53

Ergebnis: Tiefpunkt bei | 7°(0]0) | (2)
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Wendepunkte: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist das Null-
werden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung gleich Null, um
mogliche Wendestellen zu ermitteln. Dabei geniigt es, nur den Ziahler zu untersuchen,
da ein Bruch nur dort Null sein kann, wo der Zahler Null ist.

f/l(xw) — O
3622 +36 = 0 | — 36
—3622, = —36 |- (—36)
x;, = 1 Va
le/g = =41

Tyl — 1 T2 = —1 (2)

Was ist bei x,, = 17
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

36
f’'(0) = —=>0
27 Vorzeichenwechsel = Wendepunkt bei x,,, = 1
2) = — 08
343
2-12
Y = [(@uw1) = 12—+3=075

Ergebnis: Wendepunkt bei | W3(1|0,5)| (2)

Was ist bel x,9 = —17
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

36
f7(0) = —=>0
27 1 Vorzeichenwechsel = Wendepunkt bei x,0, = —1
F1(=2) = — L
343
flrwy = 2O g5

Ergebnis: Wendepunkt bei | Wa(—1|0,5)| (2)

Asymptote: Um den Graphen einfach skizzieren zu konnen, ist es zweckméfig, die
Asymptote zu bestimmen. Bekanntlich macht man das, indem man den Funktionsterm,
der ja einen Bruch darstellt, als Polynomdivision ansetzt.

(222 ) ¢ (2 +3) = 2-—
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Die Asymptote ist dann das Divisionsergebnis ohne den ,, Rest®, also nur die 2 ohne den

6

Term — .
24+ 3

Asyptote:

a(z) =2

(1)

Skizze: Die Asymptote stellt eine Parallele zur x-Achse auf der Héhe von 2 dar. Auch
den Tiefpunkt sowie die Wendepunkte tragt man ein, dann ergibt sich sofort der Kur-

venverlauf.  (4)
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1.13 KURVENDI-13

Diskutieren Sie die Funktion und skizzieren Sie den Funktionsgraphen! (Definitionsbe-
reich, Polstellen /Liicken, Achsenabschnitte, Extremstellen, Wendepunkte, Skizze)

f(z) = 2* — 42° + 627

Losung  (25)

Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keine Ein-
schréankungen des Definitionsbereiches durch Briiche, Wurzeln o. &. vorliegen, gilt:

(1)

Polstellen/Liicken: Da es keine Einschriankungen im Definitionsbereich gibt, kann es
auch keine Polstellen oder Liicken geben.

Achsenabschnitte:

y-Achse:
yo=F(0)=0'—4-0*+6-02 =0 (1)
x-Achse:
flzo) = 0
g —4ad+6x3 = 0

23 (22 —4z9+6) = 0 (1)

Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.
Erster Faktor gleich Null:

.T(Z) =0 = Tol = 0 (1)

Zweiter Faktor gleich Null:

2 —4xg+6 = 0
To2/3 = 2:&\/4-6
Iog/g = 2+ vV —2 (2)

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler z¢g; = 0
keine weiteren Nullstellen. (1)
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Extremwertbestimmung: Fiir die weiteren Berechnungen werden zunéchst die ersten
drei Ableitungen bestimmt.

fl(x) = 42z — 1222 + 12z (1)
) = 1222 — 24z +12 (1)
f(z) = 24x—24 (1)

Notwendige Bedingung fiir Extremwerte ist das Null-Werden der ersten
Ableitung.

f'lag) = 0
4o, — 1223 + 1225 = 0 |:4 (1)
% — 3154+ 3rp = 0
rp- (2% —3rp+3) = 0 (1)

Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.

Tp1 — 0
3 9
IE2/3 = §:|: 1—3
B Bi 3 (1)
TE2/3 9 1

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler g1 = 0
keine weiteren Kandidaten fiir Extrema. (1)

Priifung auf Extrema fiir xg =0

f'(0)=12-0°-4-0+12=12>0 = Tiefpunkt bei zz =0 (1)
yp = flzp)=0"—4-0°+6-0°=0 (1)
Ergebnis: Tiefpunkt bei | 7°(0]0)

Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist das
Null-Werden der zweiten Ableitung.

f”<xW) —
1222, — 24z + 12
iy — 2zw + 1

I
_—_0 O O

Twi/2
Tw

Da die Wurzel 0 ergibt, gibt es nur einen einzigen Kandidaten xy = 1 fiir einen Wen-
depunkt.

Priifung auf Wendepunkt fiir xw =1 :

f"(1)=24-1-24=0 = Keine Aussage moglich! (1)
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Daher priife ich mit der zweiten Methode (einen x-Wert links von zy und einen rechts
von zy in f” einsetzen):

£70) = 12:02-24-0+12 = 12 > 0
f'2) = 12-22-24.2412 = 12 > 0 (1)

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, wir haben also keinen Wendepunkt, sondern
einen Flachpunkt bei zp =1. (1)

yrp = flap) =1"—-4-1"+6-1°=3 (1)

Ergebnis: Flachpunkt bei | F/(1]3)

Skizze: (4)
| y /

D

=
=]
\

/
- (0¢)

/
o

/
/
O w W
&

[
i
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1.14 KURVENDI-14

Diskutieren Sie die Funktion und skizzieren Sie den Funktionsgraphen! (Definitionsbe-
reich, Polstellen /Liicken, Achsenabschnitte, Extremstellen, Wendepunkte, Skizze)

f(x) = 2" + 42° + 62°

Losung  (25)

Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keine Ein-
schréankungen des Definitionsbereiches durch Briiche, Wurzeln o. &. vorliegen, gilt:

(1)

Polstellen/Liicken: Da es keine Einschriankungen im Definitionsbereich gibt, kann es
auch keine Polstellen oder Liicken geben.

Achsenabschnitte:

y-Achse:
Yo=f0)=0"+4-0°+6-0>=0 (1)
x-Achse:
flwg) = 0
zorg +4xd + 625 = 0

2 (23 +4x04+6) = 0 (1)

Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.
Erster Faktor gleich Null:

.T(Z) =0 = 201=0 (1)
Zweiter Faktor gleich Null:

3 4+4r9+6 = 0
To2/3 = —2:|:\/4—6
51302/3 = —2 :t vV —2 (2)

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler z¢g; = 0
keine weiteren Nullstellen. (1)
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Extremwertbestimmung: Fiir die weiteren Berechnungen werden zunéchst die ersten
drei Ableitungen bestimmt.

fl(z) = 423+ 1222+ 122 (1)
) = 12224240 +12 (1)
f"(z) = 24x+24 (1)

Notwendige Bedingung fiir Extremwerte ist das Null-Werden der ersten
Ableitung.

fap) =

4% + 120% + 122p

o3+ 37% + 3w

rp (% +3xg+3) = 0 (1)

Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.

|4 (1)

I
oo o

g1 — 0
3 9
TE2/3 = ) 1—3
3 3

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler g1 = 0
keine weiteren Kandidaten fiir Extrema. (1)

Priifung auf Extrema fiir xg =0

f'(0)=12-0°+24-0+12=12>0 = Tiefpunkt bei 2z =0 (1)
yp = f(rp)=0"+4-0°+6-0>=0
Ergebnis: Tiefpunkt bei | 7°(0]0) | (1)

Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist das
Null-Werden der zweiten Ableitung.

fl/(a;w) — 0
1222, 4+ 24xw + 12 = 0 |- 12
o +2zw+1 = 0
Twi2 = —1:t\/1—1
Da die Wurzel 0 ergibt, gibt es nur einen einzigen Kandidaten zy, = —1 fiir einen Wen-

depunkt.

Priifung auf Wendepunkt fiir xw = —1:

f"(1)=24-(-1)424=0 = Keine Aussage moglich! (1)
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Daher priife ich mit der zweiten Methode (einen x-Wert links von zy und einen rechts
von zy in f” einsetzen):

f1(=2) = 12- (22424 (-2)+12 = 12 > 0
F7(0) = 1204240412 — 12 > 0 (1)

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, wir haben also keinen Wendepunkt, sondern
einen Flachpunkt bei zp = —1. (1)

v = Far) = (~1) =4 (17 6 (-1 =3 (1)
Ergebnis: Flachpunkt bei | F(—1|3)

Skizze: (4)
\ “’ |

S8
O D
[—

N Qo
\-

gt (@)
\\

NO Qo
\
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1.15 KURVENDI-15

Diskutieren Sie die Funktion und skizzieren Sie den Funktionsgraphen! (Definitionsbe-
reich, Achsenabschnitte, Extremstellen, Wendepunkte, Skizze)

f(z) = 2" — 82° + 2427

Losung  (25)

Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keine Ein-
schréankungen des Definitionsbereiches durch Briiche, Wurzeln o. &. vorliegen, gilt:

(1)

Polstellen/Liicken: Da es keine Einschriankungen im Definitionsbereich gibt, kann es
auch keine Polstellen oder Liicken geben.

Achsenabschnitte:

y-Achse:
yo=f(0)=0"—-8-0*+24-0°=0 (1)

x-Achse:
f (mo) =0
g —8xd + 2422 = 0
3 (22 —8xg+24) = 0 (1)
Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.
Erster Faktor gleich Null:

.T(Z) =0 = Tol = 0 (1)

Zweiter Faktor gleich Null:

T2 —8r9+24 = 0
To2/3 = 4+ vV 16 — 24
Iog/g = 4+ vV —8 (2)

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler z¢g; = 0
keine weiteren Nullstellen. (1)
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Extremwertbestimmung: Fiir die weiteren Berechnungen werden zunéchst die ersten
drei Ableitungen bestimmt.

f'(x) 43 — 242% + 48z (1)
I (x) 1227 — 48z + 48 (1)
fr(z) = 24z —48 (1)

Notwendige Bedingung fiir Extremwerte ist das Null-Werden der ersten
Ableitung.

fxg) =0
4a3, — 242% + 48xp = 0 |:4 (1)
rd —62%+ 12z = 0

rp- (2% —6rp+12) = 0 (1)

Ein Produkt kann nur Null werden, wenn einer der Faktoren Null ist.

g1 — 0
$E2/3 = 3:‘:V9—12
.TE2/3 = 3:|:\/ —3 (1)
Da die Wurzel aus einer negativen Zahl keine (reelle) Losung hat, gibt es aufler zp; = 0
keine weiteren Kandidaten fiir Extrema. (1)

Priifung auf Extrema fiir xg =0 :

f(0)=12-0°—48-0+48 =48>0 = Tiefpunkt bei 2z =0 (1)

yg = flog) =0"—8-0°+24-0°=0

Ergebnis: Tiefpunkt bei | 7(0]0) | (1)

Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist das
Null-Werden der zweiten Ableitung.

f”(xW) — O
122% — 48z +48 = 0 |12
zy —daw +4 = 0
le/Q = 2+ \/4 —4

Da die Wurzel 0 ergibt, gibt es nur einen einzigen Kandidaten zy = 2 fiir einen Wen-
depunkt.

Priifung auf Wendepunkt fiir xw = 2:

f"(2)=24-2—48=0 = Keine Aussage moglich! (1)
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Daher priife ich mit der zweiten Methode (einen x-Wert links von zy und einen rechts
von zy in f” einsetzen):

1) = 12-12-48-1+48 = 12 > 0
f'3) = 12-32-48-3+48 = 12 > 0 (1)

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, wir haben also keinen Wendepunkt, sondern
einen Flachpunkt bei zp =2. (1)
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flrp)=2"—8-224+24.22 =48 (1)

Yr =

Ergebnis: Flachpunkt bei | F(2]48)

(4)

Skizze:

4

19290
1IU
190
12U
116
11U
106
1UU
JYU
[OYA)
oY
70
VATA)
vyY
E0
JU
A0}
JU
‘
—1 1 2
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1.16 KURVENDI-16

Untersuchen Sie die nachfolgende Funktion — soweit vorhanden — auf:

Definitionsbereich

Polstellen und Liicken

Achsenabschnitte

Extrema

Wendepunkte

Asymptote
Skizzieren Sie auch den Funktionsgraphen!
323 — 3x
f@) = 3 + 3x
Losung  (25)
Definitionsbereich

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches muss der Nenner gleich Null gesetzt werden.

»+3z = 0

z-(2*+3) = 0

xry = 0
3y+3 = 0 -3
Ig/z = =3 |\/_

To/3 = :i:\/ -3

Da die Wurzel keine (reelle) Losung ergibt, lautet der Definitionsbereich:

D =R\ {0}

Pole/Liicken
Untersuchung fiir die Stelle x; = 0:

Z(r) =323 —3r,=3-0°-3.-0=0 = Zihler und Nenner faktorisieren, kiirzen

33 — 3z

3+ 3x
z - (32% = 3)

x- (224 3)
3z — 3

2+ 3
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N*(r)) =27 +3=0+3=3#0 = Liicke bei x;, =0

33 -3 -3

= f* = = :_].
yr = f(x1) 22 +3 3

Zusammengefasst: | Liicke L(0] — 1)

Fiir alle weiteren Berechnungen kann f* anstelle von f verwendet werden.

Achsenabschnitte:
3-02—-3 -3

= f*(0) = = =1
f @) = 0
3z —3
=0 (2243
2 - (aF +3)
3953 -3 =0 |+ 3
3$(1) = 3 |:3
g = 1 Na
Tor/2 = +1
Tolr = 1 Lo = —1
Extrema:
3x2—3
y 6z - (z2 4+ 3) — (32* — 3) - 2z
[@) = 9 2
(22 4 3)
B 623 + 18z — 623 + 62
B (22 —1—3)2
24x
*/ T —
P =
() 24 - (22 +3) — 24z - 22 -2 (2 + 3)
€T g
(22 —1—3)4
(@ +3)- (24 (2 +3) — 9627)
B (22 + 3)*
B 24 - (x2 +3) — 9622
B (22 4 3)*
B 2422 4+ 72 — 9622
B (22 —1—3)3
— 7222 + 72
f*//(l') — ‘CE—?’
(224 3)
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Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Null-Werden der ersten Ableitung.

f(xg) = 0
= 0 (D)
(¢} +3)°

2xp = 0 |:24
Trp = 0

Mit der zweiten Ableitung kann gepriift werden, welche Art Extremum vorliegt.

£(0) “T20 T 8 L Tiefpunke be 0
= = — iefpunkt bei zp =
02+3)° 3 P "
Nach dieser Rechnung liegt ein Tiefpunkt vor, jedoch ist xg ¢ D. Daher hat nur die
gekiirzte Funktion f* dort einen Tiefpunkt, nicht aber die gegebene Funktion f.

Wendepunkte:

Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist das Null-Werden der zweiten Ablei-
tung.

f*//(xW> — O
% = 0 |- (z% +3)
(2 +3)
—T223,+72 = 0 | — 72
—72:0%‘, = =72 | (=72)
zy = 1 Na
Twi/2 = +1
Ty =1 Twe = —1

Die Priifung, ob tatséichlich Wendepunkte vorliegen, kann auf zwei verschiedene Arten
durchgefiihrt werden.

Variante 1 — Mit dritter Ableitung:

— 7222 4+ 72
) = 9“"—3
(2% 4 3)

— 144z - (22 + 3)° — (7222 +72) - 3- 2z - (z2 + 3)°
(22 + 3)°

(22 +3)%. (—144:1: (@? 4 3) — (7222 +72)-3- zx)
(22 + 3)°

— 144z - (22 4+ 3) — (—T22* + 72) - 6z

(22 +3)*
— 14423 — 432z + 43223 — 432x

(22 + 3)4
28812 — 864«

(22 +3)"

O

7 (w)
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Untersuchung fiir xw; = 1:

gy = B8 0e Wendepunkt bei 21 = 1
[ ) = 121 3) =—2,25# = endepunkt bei zyq =
Untersuchung fiir xws = —1:

w288 (=1)? — 86dx
e = oy

= _27 25 7é 0 = Wendepunkt bei Two = —1

Variante 2 — Ohne dritte Ableitung: Die Priifung, ob tatsédchlich Wendepunkte
vorliegen, kann auch ohne dritte Ableitung durchgefiithrt werden. Dazu wird gepriift, ob
die zweite Ableitung einen Vorzeichenwechsel hat.

Untersuchung fiir xw; =1 :

— 7202472 8
170 = (02 + 3)3 = 3 > 0
F(2) = — 7222472 216 = Vorzeichenwechsel
T (2243 343

Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei xy; = 1 ein Wendepunkt vor.

Untersuchung fiir xws = —1:
— 72 (=22 +72 216
f*//(_2) — ( ) ~ — - < 0
((=2)2+3) 343 = Vorzeichenwechsel
F10) = — 7202+ 72 B 8 _—
o (0243)° 3
Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei xy 2 = —1 ein Wendepunkt vor.

Es folgen die restlichen Berechnungen zu den Wendepunkten.

3ufy, —3  3-12=3
. +3 1243

Ywi = f*($W1) =

Wy (1]0)

313, —3 3-(-1)?-3

_ —0
T+ 3 (—1)2+3

ywe = f*(vw2) =

Wy (—110)
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Asymptote:

Die Asymptote wird bestimmt, indem eine (unvollstdndige) Polynomdivision entspre-
chend der Funktionsgleichung durchgefiihrt wird.

12
(32> =3) . (22+3) = 3— 5
— (322 +9) z*+3
—12

Damit lautet die Asymptote: |a(z) = 3
Skizze:

y

i a(z)
\ /

f(z)
de 3 g
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1.17 KURVENDI-17

Diskutieren Sie die Funktion f(x) und skizzieren Sie ihren Graphen! (Definitionsbereich,
Achsenabschnitte, Extremstellen, Wendepunkte)

22+ 2 —8
f(2) = 5——
2 +2x+4

LGésung

1. Definitionsbereich: Einschriankungen im Definitionsbereich gibt es nur dort, wo der

Nenner Null wird.
2+2r+4 = 0

Ti/2 = —1i\/1—4
x1/2 = —1:i:\/—3

Es gibt keine (reelle) Losung. Daher ist:

D=R
2. Achsenabschnitte:

Nulistellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null. Da
ein Bruch nur Null werden kann, wenn der Zahler Null ist, reicht es, die Zdhlernullstellen

zu untersuchen.
2?4+2r—8 = 0

.%'01/2 = —1:|:\/].+8
= —1+.9

Tor/2 = —1+£3

|m01=2|und|x02:—4|

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir x Null einsetzt.

r? + 22— 8
Jx) = 22+ 2x 44
024208
oo 2044
-8
W=
Yo = —2
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3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man mindestens zwei Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.
r? 4 2r — 8
f(2) = 5——
x? +2x+4
Die Ableitung muss mit der Quotientenregel bestimmt werden. Vorweg bestimme ich
die Ableitungen von Zihler und Nenner.
u(r) = 2*+2r—-8 = u(zr) = 2242
v(z) = 22+2z+4 = J(r) = 22+2
Damit kann die Ableitung gebildet werden:
2z +2)- (2> +2x+4) — (22 + 22— 8) - (22 + 2)

!
F'@) = (22 4 2z + 4)?
B 223 4+ 4x? + 8x + 222 + 4 + 8 — 223 — 222 — 4x? — 4x + 162 + 16
B (22 + 2x 4 4)?
24x + 24
fl(z) =

(22 + 22 +4)?
Auch die zweite Ableitung muss mit der Quotientenregel berechnet werden.
u(z) = 24x+24 = u(z) = 24
v(r) = (*+2x+4)? = J(z) =
Hier ist fiir die Ableitung des Nenners die Kettenregel erforderlich.
g(z) = 22 +2z+4 = g(z) = 20+2
v(g) = ¢ = V(g = 29
Hiermit kann die Kettenregel angesetzt werden:
V() =29 -2 +2) =2 (2 +2x+4) (22 +2)

Es ist nicht zweckméflig, dieses Produkt auszumultiplizieren, weil man dann kaum
noch sehen kann, wie der Bruch in der zweiten Ableitung gekiirzt werden kann!

Jetzt kann die Quotientenregel angewendet werden.
Achtung! Tm Zghler kann im zweiten Schritt der Term (2?4 2z + 4) ausgeklammert
werden. Danach kann man dadurch kiirzen.

() 24 (22 4+ 20 +4)* — (240 +24) -2 (2* + 2z +4) - (22 + 2)

(@ (2% 4 2z + 4)*

(22 + 22 +4) - (24- (22 4 22+ 4) — (2433+24)-2-(2:1:+2)>
(22 4 2z +4)4

2422 + 481 + 96 — (9622 + 96 + 96 + 96)

(22 + 2z +4)3
247 + 48x + 96 — 962% — 192z — 96

(22 + 2z +4)3
— 722% — 144z

(22 4 22+ 4)3

f'x) =
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Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu

ermitteln.
fxg) = 0
24xp + 24
(22 4 22 + 4)? =0 |- (2% 4 22p + 4)?
2drp+24 = 0 | — 24
24rp = =24 |:24
Trp = —1

Was genau an dieser Stelle los ist, muss jetzt untersucht werden.

Was ist bei g = —17
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

— 72 (=1)2 =144 (=1) 72

=~y vy 200

Da die zweite Ableitung bei xp = —1 grofler als Null ist, liegt ein Tiefpukt vor. Der
zugehorige y-Wert muss mit der Grundfunktion bestimmt werden.

(-12+2-(-1) =8 -9
ve= s = e Ty a3

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7'(—1| — 3)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

f”(:I/‘W) —
— 7223, — 14dap
(22 4 2z + 4)3
_To0% — 1ddxy =
T4+ 2z =
TE - (IE + 2) =
TEL =
Tpy = —2

|- (2} + 22p +4)°
|1 (=72)

oo oo O o

Die Priifung, ob tatséchlich Wendepunkte vorliegen, kann auch ohne dritte Ableitung
durchgefiihrt werden. Dazu wird gepriift, ob die zweite Ableitung einen Vorzeichenwech-
sel hat.
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Untersuchung fiir xw; =0 :

— 72 (=1)2 = 144 - (—1) 72

(=1 = = = >0
(=12 +2-(=1) +4)} 27 .
- _ 7912 144 -1 _ 916 = Vorzeichenwechsel
f1) = (12+2-1+4)3 T 343

Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei xy; = 0 ein Wendepunkt vor.

Untersuchung fiir xws = —2:
f”(—3) _ 72- (_3)2 — 144 (—3) _ ﬂ
_((7_23)z_+ 1§2' 5_1?:1)4+ (4_)31) 3;123 = Vorzeichenwechsel
(=1 = (12 (—D)+4F 2 > 0

Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei zy1 = 0 ein Wendepunkt vor.

Es folgen die restlichen Berechnungen zu den Wendepunkten.

02+2-0—8_ -8

— — 9
0242-0+4 4

Ywi = f*($W1) =

W1 (0] —2)
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Skizze:

(Wi

P

\V]

W,

Wi
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1.18 KURVENDI-18

Diskutieren Sie die Funktion f(x) und skizzieren Sie ihren Graphen! (Definitionsbereich,
Achsenabschnitte, Extremstellen, Wendepunkte)

f(z) = 2® — 62° + 97 — 4

Lésung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschréankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)

2. Achsenabschnitte:

Nulistellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.

f(xo) = 0
3 — 623 +919—4 = 0

Wir erhalten eine Gleichung dritten Grades, die wir allgemein nicht analytisch 16sen
konnen. Durch planvolles Probieren kann man die erste Nullstelle ermitteln:

1'01:1

Man kann dann (z —xzg;) — hier also (x —1) — ausklammern. Dazu fithren wir eine
Polynomdivision durch.

(2 —622 492 —4) : (z—1) = 2?2 -5xr+4

o G )
—b52? +9r —4
— (—=bz* +5x)
4r —4
-  (4z —4)
0

Ergebnis: f(z) = (z — 1) - (2* — bz + 4)
Die restlichen Nullstellen der Funktion ergeben sich aus dem 2. Klammerterm.

2 —5r+4 = 0

To2/3 =

Tog =4

Da xp; und z(3 identisch sind, erhalten wir tatséchlich nur zwei Nullstellen:

|x01 = 1|und|a:02=4|
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Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir « Null einsetzt.

vo=f(0)=0"-6-0°+9-0—4=—4

Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo = —4

3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

fl(x) = 32> =122 +9
f'(x) = 6x—12
f///(x> — 6

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu

ermitteln.
31h — 1225 +9 = 0 |23
th—4dep+3 = 0

xEl/Q = 2:&\/4-3
LL’El/Q = 2+1
g =1 Tpy =3

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei xp; = 17
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(1)=6-1-12=-6<0 = Hochpunkt bei zg =1

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von xy in die Grundfunk-

tion f(x).
yy = f(1)=1>-6-1>4+9-1-4=0

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H (1]0)

Was ist bei x5y = 37
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"3)=6-3—12=6>0 = Tiefpunkt bei z7 = 3

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von z7 in die Grundfunktion

f(2).
yr=f(3)=3"-6-32+9-3-4=—4

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(3| — 4)
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3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

6y —12 = 0 | 412
Tw = 2

Wir haben einen Kandidaten fiir einen Wendepunkt gefunden. Was dort tatséchlich los
ist, priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy = 27

f"(1)=6#0 = Wendepunkt bei zy = 2

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy, in die Grund-
funktion f(x).
yw = few) = f(2)=2"-6-2°+9-2 -4 = -2

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (2| — 2)
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4. Skizze: Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 23 — 622 4+ 9z — 4 dargestellt:
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1.19 KURVENDI-19

Untersuchen Sie die nachfolgende Funktion — soweit vorhanden — auf:
e Definitionsbereich

Polstellen und Liicken

Achsenabschnitte

Extrema

Wendepunkte

Asymptote
Skizzieren Sie auch den Funktionsgraphen!

3z — 3
T ="ays

Losung (60)
Definitionsbereich:  (5)

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches muss der Nenner gleich Null gesetzt werden.

?+3 = 0
x%/2 = =3 |\/—

.1’1/2 = :i:\/—_?)

Da die Wurzel keine (reelle) Losung ergibt, lautet der Definitionsbereich:

Pole/Liicken: (3)

Da der Definitionsbereich keine Einschrinkungen hat, kann es keine Pole oder Liicken
geben.

Achsenabschnitte:  (7)

3-02-3 -3
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f(xo) =
3zt —3
343
312 -3 =

1
37

|- (25 +3)

= w o O ]
_I_
w

&
o
I

Ty = =+l
Lol = 1 To2 = -1

Extrema: (15)

3z% -3
x?+3
6z - (22 +3) — (322 — 3) - 2z
(22 4 3)°
623 + 182 — 623 + 62
(2> +3)
24x
(22 4 3)°
24 (22 +3)> — 24z - 22 -2 - (22 + 3)
(22 +3)*
(z2+3) - (24 - (2% + 3) — 962?)
(22 4 3)*
24 - (2% + 3) — 962>
(22 4 3)°

242% + 72 — 962>

(22 4 3)°
— 722% + 72
fla) = ———

(x%2 4 3)
Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Null-Werden der ersten Ableitung.
fxp) = 0
241‘E 2
——— = 0 |- (2% +3
2xp = 0 |:24
Trp = 0

f'(x) =

() =

Mit der zweiten Ableitung kann gepriift werden, welche Art Extremum vorliegt.

1"(0) SR 20 = Tiefpunkt bei 0
— = — iefpun el rg =
02+37° 3 P v

3.02—3
— _ :_1
yr = flon) = 3

Zusammengefasst: | 7(0] — 1)
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Wendepunkte: (15)

Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist das Null-Werden der zweiten Ablei-
tung.

fl/(mW) — O
g =0 [ (afy +3)
(zy +3)
—T2x3, +72 = 0 | — 72
—72x%v = =72 | (=72)
Ty = 1 va
Twi/2 = +1
w1 =1 Twe = —1

Die Priifung, ob tatséichlich Wendepunkte vorliegen, kann auf zwei verschiedene Arten
durchgefiihrt werden.

Variante 1 — Mit dritter Ableitung:

— 7222+ 72
(22 +3)°
— 144z - (22 +3)° — (=722 +72) - 3- 2z - (22 4 3)°
(22 + 3)°
(22 +3)%- (—14435 (@ 43) — (=722 +72)- 3 2x)
(22 + 3)°
— 144z - (22 4+ 3) — (=722 + 72) - 6

(22 4 3)*
— 14423 — 4322 + 43223 — 432x

(x2 + 3)4
28812 — 864z

(22 4+ 3)*

() =

@) =

() =

Untersuchung fiir xw; =1 :

M) = S =80 g Wendepunkt bei 21 = 1
[ (zw1) = (21 3) =—2,25# = endepunkt bei zyq =
Untersuchung fiir xws = —1:

"(zw2) = V) - —-2,26#0 = endepunkt bei zyo = —1
f(x ,25 # Wendepun 1@
? ((-1)2+ 3)4 ?

Variante 2 — Ohne dritte Ableitung: Die Priifung, ob tatséchlich Wendepunkte
vorliegen, kann auch ohne dritte Ableitung durchgefiihrt werden. Dazu wird gepriift, ob
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die zweite Ableitung einen Vorzeichenwechsel hat.

Untersuchung fiir xw; =1 :

7(0) = —72-0%+72 _ 8 -
(02+3)3 5 Vorzeich hsel
—72.92 +72 216 = orzeichenwecnse
1
2) = -
7@ (22 4-3)° 343

Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei xy; = 1 ein Wendepunkt vor.

Untersuchung fiir xws = —1:
—72-(=2)2+ 72 216
I AL
((=2)2 + 3) 343 SV ‘b hsel
7 02472 3 orzeichenwechse
/o) = ———g - - >0
(024 3) 3
Das Vorzeichen wechselt, also liegt bei zy s = —1 ein Wendepunkt vor.

Es folgen die restlichen Berechnungen zu den Wendepunkten.

323, -3 _3-12-3

yw = flawn) = 2,43 1243

Wi (1]0)

322,—-3 3-(=1)2-3

= :O
2,43  (—1)2+3

ywe = f(rwe) =

Wy (—110)

Asymptote: (5)

Die Asymptote wird bestimmt, indem eine (unvollstdndige) Polynomdivision entspre-
chend der Funktionsgleichung durchgefiihrt wird.

12
(3372 —3) : (1‘2 + 3) = 33— 5
—(32%  49) 5 +3
—12

Damit lautet die Asymptote: |a(z) = 3
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Skizze:
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1.20 KURVENDI-20

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) =2® — 62% + 9z

Lésung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschrankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung dritten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings konnen wir zy ausklammern.

flzo) = 0
xgy — 623+ 929 = 0
zo- (22 —620+9) = 0 (1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

To1 = 0 (1)
Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

w2 —6xg+9 = 0

ZB02/03 = 3++/9-9
= 310
To2 — 3 (2)

Die Funktion hat zwei Nullstelle:
nd W

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

yo=f(0):()3—6-02+9-0:0
Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo =0 (1)
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3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

f(z) = 23 —622+9x
fl(x) = 32> =12z +9 (1)
f'(x) = 6x—12 (1)
f"x) =6 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu

ermitteln.
fllzg) = 0

322 — 1225 4+9 = 0 |3
th—4dxp+3 = 0
JIEl/EQ == 2:&\/4-3
= 2+£1

ZL’E1:3 ZEEQZ]_ (3)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x5, = 37
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"3)=6-3-12=6>0 = Tiefpunkt beiz =3 (1)

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zg; in die Grundfunk-
tion f(z).
yr=f(3)=3"-6-32+9-3=0

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(3|0)| (1)

Was ist bei xg = 17
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(1)=6-1-12=-6<0 = Hochpunkt beiz =1 (1)

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zgs in die Grund-
funktion f(x).
yp=f(1)=13-6-1249-1=4

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(1]4)| (1)
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3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

fw) = 0
Gow —12 = 0 |+12
6ry = 12 |:6

Wir haben einen Kandidaten fiir einen Wendepunkt gefunden. Was dort tatséchlich los
ist, priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy = 27

f"(2)=6#0 = Wendepunkt bei zyy =2 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy, in die Grund-
funktion f(x).
yw = flaw) = f(2) =2°—6-2°4+9-2=2

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (2|2)| (1)
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5. Skizze Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 2® — 62? 4+ 9z dargestellt:  (4)
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1.21 KURVENDI-21

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) =2 + 62° + 9z

Lésung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschrankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung dritten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings konnen wir zy ausklammern.

flzo) =0
zy+ 623 +929 = 0
zo- (22 +620+9) = 0 (1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

To1 = 0 (1)
Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

w2+6r0+9 = 0

xog/og = 3% vV 9—-9
= =3+V0
To2 — —3 (2)

Die Funktion hat zwei Nullstelle:
0

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

yozf(O):03+6-02+9.0:0
Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo =0 (1)
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3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

(x) = 2®+62*+ 9z

() = 322 +122+9 (1)
f"(x) = 6x+12 (1)
f"(x) = 6 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu

ermitteln.
fllzg) = 0

322 + 122549 = 0 |:3
th+4drp+3 = 0
Tpym = —2+VE—3
= —2+£1
$E1:—3 I’EQZ—]. (3)

f
f'/

8

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x5 = —37
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(-3)=6-(-3)+12=-6<0 = Hochpunkt bei z = -3 (1)

Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zg; in die Grund-
funktion f(x).
ya = f(=3) = (=3)° =6-(=3)*+9-(=3) =0

Damit kénnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(—3|0)| (1)

Was ist bei gy = —17
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

ff(-1)=6-(-1)+12=6>0 = Tiefpunkt beiz =1 (1)

Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von xgs in die Grundfunk-
tion f(x).
pn = F(-1) = (-1 =6+ (~1) +9- (~1) = 4

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt T'(—1| —4)| (1)
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3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mogliche Wendestellen zu ermitteln.

fzw) = 0
Gow +12 = 0 | —12
b6ry = —12 |:6

Wir haben einen Kandidaten fiir einen Wendepunkt gefunden. Was dort tatséchlich los
ist, priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy = —27

f"(=2)=6#0 =  Wendepunkt bei zyyy = -2 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy, in die Grund-
funktion f(x).

g = flaw) = f(-2) = (=2)° = 6+ (=2)> +9- (~2) = -2

Damit konnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W (—2| —2)| (1)
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5. Skizze Hier ist der Funktionsgraph f(z) = 2® + 622 + 9z dargestellt:  (4)
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1.22 KURVENDI-22

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) = —22* 4 82°

Lésung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschréankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung vierten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings kénnen wir 23 ausklammern.

f(zo) =
—2x5 + 8x3 =
l’g . (—2ZEO + 8) =

o O O

(1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

Tol — 0 (1)

Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

—21’0 +8 = 0 ‘ -8
2wy = —8 |:(-2)
Toe = 4

Die Funktion hat zwei Nullstelle:
nd W

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

Yo = f(0)=—-2-0"+8-0°=0
Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo =0 (1)
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3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

flx) = —22*+82°

fl(x) = —8x3+24-22 (1)
f(x) = =242 +48z (1)
fr(z) = —48z+48 (1)

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu
ermitteln.

fxp) =

0
—8rd +24-2%2 = 0 |:(=8)
—-3-72 = 0
vp-(rp—3) = 0 (1)
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Losung:

Einen weiteren Kandidaten fiir Extrema erhalten wir, indem wir den rechten Faktor

untersuchen:

Ty = 3 (1)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x5, = 07
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f"(0)=-24-0°+48-0=0 = Keine Aussage moglich! (1)

Da diese Methode zu keinem Ergebnis gefiihrt hat, verwenden wir die alternative Me-
thode, die mit der ersten Ableitung auskommt, zur Untersuchung. Als ,Nachbarwerte®
zu zg1 = 0 wahle ich —1 und 1 aus.

{f'<—1> = 8 (-1)P 2 (-1 = 32 > 0

(1) = ~8.134924.12 = 16 > 0} = Sattelpunkt

Da kein Vorzeichenwechsel vorliegt, haben wir einen Sattelpunkt. (1)

Der y-Wert des Sattelpunktes ist bereits als y-Achsenabschnitt mit yy = 0 bekannt. Da-
mit kénnen wir den Sattelpunkt angeben: | Sattelpunkt S(0]0)| (1)

Was ist bei x5y = 37
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f'(3)=-24-3+48-3=-72>0 = Hochpunkt bei zy =3 (1)
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Den y-Wert des Hochpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zg; in die Grund-
funktion f(x).
ym = f(3)=—-2-3"+8-3" =54

Damit konnen wir den Hochpunkt angeben: | Hochpunkt H(3|54)| (1)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mégliche Wendestellen zu ermitteln.

fl/(xW) — 0

—24x%, + 48z = 0 |:(—24)
f —2zw = 0
zw (ry—2) = 0

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Losung:

Einen weiteren Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten wir, indem wir den rechten Fak-

tor untersuchen:

Wir haben zwei Kandidaten fiir Wendepunkte gefunden. Was dort tatséchlich los ist,
priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy; = 07

F7(0)=—48-0+48 =48 40 =  Wendepunkt bei zyy1 =0 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy, in die Grund-
funktion f(x).
yw1 = f(zw1) = f(0) =-2-0"+8-0°=0

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W;(0[0)| (1)

Was ist bei xyo = 27

f7(0)=—-48-2+48 = —-48 #0 =  Wendepunkt bei zyo =2 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x5 in die Grund-
funktion f(x).
ywa = f(zw2) = f(2) = 2.2 +8-2° =32

Damit konnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W5(2[32) [ (1)
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5. Skizze Hier ist der Funktionsgraph f(z) = —z* + 82® dargestellt:  (4)
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1.23 KURVENDI-23

Untersuchen Sie die angegebene Funktion f(z) auf Definitionsbereich, Achsenschnitt-
punkte, Hoch- /Tief- /Sattelpunkte, Wendepunkte und skizzieren Sie den Graphen!

f(z) = 22* — 823

Lésung (25)

1. Definitionsbereich: Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich. Da keinerlei
einschréankende Merkmale wie Briiche oder Wurzeln erkennbar sind, gilt:

(1)
2. Achsenabschnitte:

Nullstellen: Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man die Funktion gleich Null.
Wir erhalten dann eine Gleichung vierten Grades, die wir allgemein nicht analytisch
16sen konnen. Allerdings kénnen wir 23 ausklammern.

fwo) =
25 — 8x3 =
z3- (229 —8) =

o O O

(1)

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Nullstelle:

To1 = 0 (1)
Die weiteren Nullstellen erhalten wir, indem wir den rechten Faktor untersuchen:

2330—8 = 0 |‘|‘8
2!E0 = & ’2
To2 — 4

Die Funktion hat zwei Nullstelle:
nd W

Abschnitt auf der y-Achse: Den y-Achsenabschnitt bestimmt man, indem man in
die Funktionsgleichung fiir z Null einsetzt.

yvo=f(0)=2-0"-8-0°=0
Das fassen wir zusammen und erhalten:

Yo =0 (1)
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3. Extrema: Zur Bestimmung der Extremstellen (und auch der Wendepunkte) benotigt
man einige Ableitungen. Die bestimme ich mal vorweg.

flz) = 2% — 823
fl(x) = 8x>—24-22 (1)
f"(x) = 242* — 48z (1)
f"(x) = 48z —48 (1)
Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Nullwerden der ersten Ab-

leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mégliche Extremstellen zu
ermitteln.

fxg) = 0
8z} —24-2% = 0 |:8
rh—3-2% = 0

v (zp—3) = 0 (1)
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Losung:

Einen weiteren Kandidaten fiir Extrema erhalten wir, indem wir den rechten Faktor

untersuchen:

Ty = 3 (1)

Was genau an welcher Stelle los ist, muss jetzt im einzelnen untersucht werden.

Was ist bei x5, = 07
Die Priifung fithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f7(0)=24.-0°-48.-0=0 = Keine Aussage moglich! (1)

Da diese Methode zu keinem Ergebnis gefiihrt hat, verwenden wir die alternative Me-
thode, die mit der ersten Ableitung auskommt, zur Untersuchung. Als ,,Nachbarwerte*
zu zg1 = 0 wahle ich —1 und 1 aus.

{f’(—l) = 8- (=1)3-24-(-1)2 = =32 < 0

() = 8.13-924.12 = —16 < O} = Sattelpunkt

Da kein Vorzeichenwechsel vorliegt, haben wir einen Sattelpunkt. (1)

Der y-Wert des Sattelpunktes ist bereits als y-Achsenabschnitt mit yy = 0 bekannt. Da-
mit kénnen wir den Sattelpunkt angeben: | Sattelpunkt S(0]0)| (1)

Was ist bei x5y = 37
Die Priifung fiithre ich mit Hilfe der zweiten Ableitung durch.

f'(3)=24-3>-48-3=72>0 = Tiefpunkt bei zp =3 (1)
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Den y-Wert des Tiefpunktes bestimmen wir durch Einsetzen von xg; in die Grundfunk-
tion f(x).
yr=[f(3)=2-3"-8-3"=-54

Damit kénnen wir den Tiefpunkt angeben: | Tiefpunkt 7°(3| — 54)| (1)

3. Wendepunktbestimmung: Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
ist das Nullwerden der zweiten Ableitung. Wir setzen also die zweite Ableitung
gleich Null, um mégliche Wendestellen zu ermitteln.

f”<'rW) — 0

24xd, —A8xy = 0 |:24
x%,v —2zw = 0
Tw - (Ty—2) = 0

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wenn der
linke Faktor Null ist, erhalten wir sofort die erste Losung:

Einen weiteren Kandidaten fiir Wendepunkte erhalten wir, indem wir den rechten Fak-

tor untersuchen:

Wir haben zwei Kandidaten fiir Wendepunkte gefunden. Was dort tatséchlich los ist,
priife ich mit Hilfe der dritten Ableitung.

Was ist bei xy; = 07

f"(0)=48-0—48=—-48 40 =  Wendepunkt bei zyy; =0 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von zy, in die Grund-
funktion f(x).
ywr = flzw1) = f(0)=2-0"-8-0°=0

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W;(0[0)| (1)

Was ist bei xyo = 27

f7(0)=48-2—-48 =48 #0 =  Wendepunkt bei xy, =2 (1)

Den y-Wert des Wendepunktes bestimmen wir durch Einsetzen von x5 in die Grund-
funktion f(x).
ywe = flzwse) = f(2) =22 —8.23 = —32

Damit kénnen wir den Wendepunkt angeben: | Wendepunkt W5(2| —32)| (1)
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5. Skizze Hier ist der Funktionsgraph f(z) = z* — 82® dargestellt: ~ (4)
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1.24 KURVENDI-24

Untersuchen Sie die nachfolgende Funktion — soweit vorhanden — auf:
e Definitionsbereich
e Polstellen und Liicken
e Nullstellen
e Extrema
e Wendepunkte

Skizzieren Sie auch den Funktionsgraphen!

Losung:

Definitionsbereich: Dazu Nenner auf Nullstellen untersuchen.

> —4rx+4 = 0
1’1/2 = 2i\/22—4
= 2%£0
ry = 2

Ergebnis: |D =R\ {2}

Polstellen und Liicken:

Z(2)=4-2—4=4#0 = Polstelle bei z =2

Nullstellen:
drg—4 = 0 |+4
drg = 4 |:4
g = 1
Extrema:
B 4o — 4
o) =
u(z) = 4dx+4 = u(zr) = 4

v(r) = ?—4dr+4 = J(z) = 2x—4
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w'(x) - v(xr) —u(x) - v'(x)
4(z% — 4x2i|—(4:f)>— (4dx — 4)(2z — 4)
(22 — 4z + 4)?
4% — 162 + 16 — 82 + 16x + 8z — 16
(2% — 4z + 4)?
— 42 4+ 8z
(22 — 4o+ 4)?
— 4z - (x —2)
R
—4x
(z —2)°
—4x = u'(x)
(x—2) = u(x)
F(z) = u'(z) - U(-TQ))Q?;;("’?) V()
—4-(x—2P2+4x -3 (v —2)?
(z —2)0
(=4-(z—2)+12z) - (z — 2)?
( —2)S
4 (z—2)+ 122
(z —2)*
—4x + 8+ 12x
(x —2)4
8r + 8
(z —2)*
f'(xg)
— 4.’13'E

(rp —2)°
—4$E

~

—4
1-3-(z—2)?

f'(x) =

I I
co o o

TE

l
oo
=}
_|._
oo

|
oo
—_

=3 >0 = Tiefpunkt bei xtg =0

4.0—-4 -4

= :—1
02—-4-0+14 4

ye = f(rp) =

Ergebnis: | T(0| — 1)
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Wendepunkte:

f”(l'W) - 0
81’W +8
=0 . — 92)4
Sty +8 = 0 |—8
8ryy = —8 |:8
Tw — -1

Priifung auf Wendepunkt mit Vorzeicxhenwechselkriterium der zweiten Ableitung:

8- (-2)+8 -8 1

J1=2) —2-2p 26 3~
o - s
Vorzeichenwechsel von f”(z) bei xyy = —1 = Wendepunkt bei zy = —1.
4-(~1)—4 -8 8
yW:f@W%:¢4y_44_u+4: 5= g~ 0889

Ergebnis: [W (—1] — §)

Skizze:
y \
; |
Z / \\
1 T~
43 2 a1 ¢ L  JEEESREEEE 4 i 6 =
T

106



1.25 KURVENDI-25
Untersuchen Sie die nachfolgende Funktion — soweit vorhanden — auf:
e Definitionsbereich
e Polstellen und Liicken
e Nullstellen
e LExtrema
e Wendepunkte

Skizzieren Sie auch den Funktionsgraphen!
f(z) =22° + 122 + 162
L6sung:
Definitionsbereich: Keine Einschrankungen wegen Bruch o. &., daher:

Polstellen und Liicken: Weil es keine Einschédnkungen im Definitionsbereich gibt,
gibt es auch keine Polstellen und keine Liicken.

flx) = 22341222 + 162
f(x) = 62%+ 24z + 16
f'(x) = 120+24
f(z) = 12

Nulistellen:

f f(xo) =
227 + 1223 + 1620
zo - (223 + 1270 + 16)

I
coocoo

= 1'01:0

222 + 1220 + 16 = |2
3 +6x0+8 =
Topjos = —3EV3T—28
= —3+1
I02:—3+1:—2 I03:—3—1:—4
|$01=O| |.’1702=—4| |.T03:—2
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Extrema:

fag) =0
623 + 24z +16 = 0 |: 6
) 8
/ 8
LL’El/Q = 24 22—5
12 8
= —2+4\/—=——-=
3 3
2
TgE1/2 = —Qi%
2 2
xE1:—2+ﬁ%—0,8453 sz_—2—%%—3,1547
Priifung mit zweiter Ableitung:
f//( )_12 2+2 +24—8\/§>0:>T.f kt bei = 2+2
Tp) = 7 =3 iefpunkt bei zg; = NG
Frp) =12+ [ =2 2 ) 24— -2 3<0 = Hochpunkt bei g 2
) =12 -9 - = ——. ochpunkt bei zps = -2 — —
E9 \/§ 3 p E2 \/g

Bestimmung der zugehorigen y-Werte:

3 2
2 2 2
ypr = f(xp) =2+ <_2+ﬁ) +12- (—2—{—%) + 16 - <_2+ﬁ) ~ —6,158

3
yE2:f(33E2):2‘<—2—%> +12-

g2 2+16
V3

T(—0,8453| — 6,158)

H(—3,15476,158)

Wendepunkte:

f”(xW) _
122w +24 =
12$W =

Tw
Priifung mit dritter Ableitung:

0
0 |—24
—24 |:12
—2

f"(xw) =12 #0 = Wendepunkt bei xy = —2

yw = flaw) =2- (=22 +12-(-2)? +16-(-2) =0

Wendepunkt:

W (=2/0)
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2 Ohne Wendestellen und Definitionsbereich

2.1 KURVENDI-51

Gegeben ist die Funktion:
f(z) = 32" — 21z + 30

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!
Losung  (20)

1. Nulistellen:

flzo) = 0
322 — 21z +30 = 0 |:3
23— Trg+10 = 0
v = —(-3) =T -7
— 143
T3 _ S S
1’01—2+2—5 1’02—2 2—2
Ergebnis: |z¢g; = 5 Too = 2| (4)
2. Extrema:
flz) = 32? —21lx+ 30
f'(z) = 6x—21 (3)
f'(x) =6 (3)
flag) = 0
6rp—21 = 0 |+21
6rp = 21 |:6
zp = £ (oder: zp=35) (3)
Priifung mit zweiter Ableitung:
1 . . 7
f"(xg) =6 >0 = Tiefpunkt bei zp = 5 (1)
Bestimmung des zugehorigen y-Wertes:
7\ 7 27

T (31— %) | oder [T(3,5] = 6,75)| (1)
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3. Skizze: (4)

y

NO

P

o

M

[n)
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2.2 KURVENDI-52

Gegeben ist die Funktion:
f(z) = —22% — 22+ 12

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!
Losung  (20)

1. Nulistellen:

flzo) = 0
—2z§ —2r+12 = 0 | (—2)
2+r—6 = 0
T = —3E/it+d
1.5 Rt 15
T =—3+5=2  Tp=-53-3;=-3
Ergebnis: |29 = 2 Ty = —3| (4)
2. Extrema:
flx) = —222—22+12
fz) = —dr—2 (3)
f(x) = —4 (3)
f'zp) = 0
dap—2 = 0 |+2
—drp 2 |:(—4)
zp = —% (oder zp=-05) (3)

Priifung mit zweiter Ableitung:
1
f"(¢g) = —4 <0 = Hochpunkt bei 75 = — (1)

Bestimmung des zugehorigen y-Wertes:

yg = f(zp) = —2- (—%)2 -2 (—%) +12 = % =125 (1)

2) | oder | H(-0,5[12,5)| (1)
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3. Skizze:

(4)

(Ui
D

(@3
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2.3 KURVENDI-60

Gegeben ist die Funktion:
f(z) = 22° 4 152° + 362

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!

Losung  (20)
1. Nulistellen:

f(zo) = 0
223 + 1522 + 36z = 0 |:2
zy+ Bad+ 18z = 0 |z ausklammern
zo - (x3 4+ 2xo+18) = 0 = 201 =0
T3+ %mo +18 = 0
2
Torjes = —FEN(P) 18
_ 15 225 _ 288
= T\ %
= —L+,/-& = keine weiteren Nullstellen

Ergebnis: (4)

2. Extrema:
= 223 4+ 1522 + 362

)
f(z) = 622 +30x+36  (2)
@) = 122430 ()
fzp) = 0
622% + 3025 +36 = 0 116
2 +5rp+6 = 0

- _3 25
TE1)2 = 2:l:\/4

_ _5 25 _ 24
- 2:*: 4

4
+

_3
2
Tp = —2 TE2

Priifung mit zweiter Ableitung:

f(xp1) =12 (-2)+30 =6 >0 = Tiefpunkt bei zp; = -2 (1)
f"(xpe) =12+ (=3)+30 = -6 <0 = Hochpunkt bei zp, = -3 (1)
Bestimmung der zugehorigen y-Werte:
yp1 = f(zp) =2 (—2)* +15- (=2)? +36 - (-2) = —28 (1)
ypo = f(xm) =2 (=3)* +15-(=3)2 +36- (-3) = —27 (1)
T(—2| —28) H(-3|—26)| (1)
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(3)

3. Skizze:

|/

LJ

20

20
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2.4 KURVENDI-61

Gegeben ist die Funktion:
f(z) =2 + 62° + 9z
Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den

Funktionsgraphen!

Losung  (20)
1. Nulistellen:

f(zo) = 0
3 +623+9r0 = 0 | xo ausklammern
513'0(37%"‘61’04—9) = 0 = 291 =0
22+6x0+9 = 0
3302/03 = 34+ V 32 -9
Loz — -3
Ergebnis: [2¢; = 0 Loy = —3| (4)
2. Extrema:
flx) = 2%+ 62%+9x
fl(x) = 32> +122+9 (2)
() 6x + 12 (2)
f(xp) = 0
322 + 122 +9 = 0 |:3

% +4zp+3 = 0

xEl/Q = —2:l:v22—3
= —2+1
gp=-2+1=-1  ap=-2—-1=-3 (4

Priifung mit zweiter Ableitung;:
f"(xp1)=6-(=1)+12=6 >0 = Tiefpunkt bei gz = -1 (1)

f"(xp2) =6-(=3)+12= -6 <0 = Hochpunkt bei zp; = -3 (1)

Bestimmung der zugehorigen y-Werte:
ypr = f(zp) = (1)* +6- (=1)*+9- (-1) =—4 (1)

Yo = f(xme) = (=3 +6-(=3)>+9-(=3)=0 (1)

T(-1]-4)| [H(3BO] (1)
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3. Skizze:

(3)

nNO

P

s
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2.5 KURVENDI-62

Gegeben ist die Funktion:

1
f(z) = —5.%3 + 32% — 62

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!

Losung  (20)

1. Nulistellen:

f(xo) = 0
—sxd 4+ 32 —6x0 = 0 |- (—2)
T3 — 622+ 12z = 0 |zg ausklammern
1‘0(56(2)—6$0+12> = 0 = 291 =0
2 —6z9+12 = 0
1302/03 = 3=+ vV 32 —12
Toz03 = 3% V-3 = keine weiteren Nullstellen
Ergebnis: (4)
2. Extrema:
flz) = —32%432% — 6o
flz) = —322462-6  (2)
f'(x) = —3z+6 (2)
fleg) = 0
342 4 6up—6 = 0 L (-2)
rh—dezp+4 = 0
xEl/Q = 2i\/22—4

Priifung mit zweiter Ableitung:
f"(xg) =—-3-246=0 = keine Aussage moglich! (1)

Priifung mit Vorzeichenwechselkriterium:

{7

Bestimmung des zugehorigen y-Wertes:

-3.1246-1-6=-2<0

3

} kein Vorzeichenwechsel = Sattelpunkt bei zgp =2 (2)

1
yE:f(mE):—5-23+3-22—6-2:—4 (1)

Sattelpunkt | S(2| —4)| (1)
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3. Skizze: (3)
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2.6 KURVENDI-63

Gegeben ist die Funktion:

1
—=r® -z

fa) = =3

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den

Funktionsgraphen!

(20)

1. Nulistellen:

LGsung

f.CEO = 0
—stg—x = 0 |- (—8)
3 +8rg = 0 | o ausklammern
$0(I(2)+8) =0 = 291 =0
+8 = 0 | —8
o= -8 |/
To2/3 ++v/—8 = keine weiteren Nullstellen
Ergebnis: (6)
2. Extrema:
fo) = ~ka® =
flo) = -l -1 @
['(x) = —3= (2)
fleg) = 0
3,2 _ 8
—p -l =0 |'(g§)
Tr -+ 3 = 0 ’ -3
S _ 8
g = —3 Va
Tpip = =+ —% = keine Extrema (5)
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3. Skizze:  (5)
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2.7 KURVENDI-64

Gegeben ist die Funktion:

/()

1
=-2°+2r

3

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den

Funktionsgraphen!

Lésung (20)

1. Nulistellen:

fxo

sTd 4 220
zy + 69
z+6

5

Zo2/3

Ergebnis: (6)

2. Extrema:

f(zp)
T4+ 2

TE1/2

|
coocoo

-3

| o ausklammern
= 291 =0

| —6

v

= keine weiteren Nullstellen

%x?’ + 2x

2 +2 (2)
21 (2)
| —2

v

= keine Extrema (5)
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3. Skizze:

(5)

e

I

M

(@]
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2.8 KURVENDI-70

Gegeben ist die Funktion:
flz)=a2"—82" -9

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den

Funktionsgraphen!

Losung  (20)

1. Nulistellen:

f(xo) = 0
zg—8z2 —9 0 | Substitution: 22 = 2
22—-82—-9 = 0
21/2 = 4:':\/16+9
= 445
z71=44+5=9 29 =4 —5=—1 | zuriick substitutieren
1%1/02 =9 Va
Z01/02 +3
Tor =3 To2 = —3
2 -1 |
L03/04 va
T03/04 +v/—1 = keine weiteren Losungen
Ergebnis: [z¢; = 3 Toy = —3| (3)
2. Extrema:
flz) = 2*—822-9
fl(x) = 423 —16x  (2)
) = 1222 —16  (2)
f(zg) = 0
43, — 162 = 0 |: 4
3 —drp = 0 |z ausklammern
rp- (13 —4) = 0 = xp =0
$2E2/3 = 4 |\/_
TE2/3 +2
xE2:2 .CL‘E3——2 (3)

Priifung mit zweiter Ableitung;:
f"(xg) =12-0* =16 = —16 < 0 = Hochpunkt bei x5, =0 (1)

f"(xg2) =12-22 =16 =32 >0 = Tiefpunkt bei zz, =2 (1)

f"(rps3) =12 (=2)* =16 =32 > 0 = Tiefpunkt bei xp3 = -2 (1)
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Bestimmung der zugehorigen y-Werte:
ym = f(zp) =0"—8-0°-9=-9 (1)

yEQZf($E2)224—8-22—9:—25 (1)
yps = f(zm) = (=2)* = 8-(=2)* =9 =-25 (1)

HO-9)] [mE-29)] [BE2-25)] )

3. Skizze: (3)

\ y

—\3 o h ¢ 1

<
T~
DO
an
[Nl
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2.9 KURVENDI-71

Gegeben ist die Funktion:
f(z) = 22" — 42 — 16

Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!

Losung  (20)

1. Nullstellen:

flzo) = 0
225 —4a3 — 16 = 0 |:2
ry — 222 — 8 0 | Substitution: z% = z
22—22-8 = 0
qp = 1£yIT8
= 1+£3
z1=143=14 29 =1—3=—2 | zuriick substitutieren
Lo = 4 va
Zor/02 = +2
Top = 2 Tog = —2
3%3/04 = -2 va
Tozjn = E£vV-2 = keine weiteren Losungen

Ergebnis: |x01 =2 Ty = —2| (3)

2. Extrema:
flz) = 22*—42*—16
f(x) = 8z°—8x (2)
f"(x) = 242? -8 (2)
fep) = 0
81% —8rp = 0 |:8
rh—xp = 0 | 5 ausklammern
xijz/s =1 |\/_
Tp2/3 = +1
$E2:1 $E3:—1 (3)

Priifung mit zweiter Ableitung:
f"(xp) =240 -8 =—-8<0 = Hochpunkt bei zp; =0 (1)

(o) =24-1* —8 =16 >0 = Tiefpunkt bei zpp =1 (1)
f"(xps) =24 (=1 =8 =16 >0 = Tiefpunkt bei zpz3 = -1 (1)
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Bestimmung der zugehorigen y-Werte:
ypr = f(zp) =2-0"—4-0°—16=—-16 (1)
ypo = f(zm) =2-1"—4-12 - 16 = —18 (1)
yps = f(rp2) =2 (—1)* —4-(=1)* =16 = 18 (1)

HO - 16)] [ma|-18)] [m(=1—18)] 1)

3. Skizze: (3)
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2.10 KURVENDI-72

Gegeben ist die Funktion:

f(z) = 22" — 82° + 822
Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und Extrempunkte und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen!

Losung (20)
1. Nullstellen:

f(xo) =

2wy — 8z + 81 =

Th—dxd +4x? =

xd (23 —dxo+4) =

3 —drg+4 =

To2/03 =

Lo2

|: 2
| 3 ausklammern
= 201 =0

DO OO OO

Ergebnis: [2¢; = 0 Toy = 2| (3)

2. Extrema:
flx) = 2z*—8x3+ 8x?

f'(x) = 8x%—242? + 162 (2)

f"(x) = 242 —48x+16 (2)

f'(zp) =

8x%, — 24a%, + 16z =

rh —31h + 2rp =

rp- (2% —3zp+2) =

x2E2/3—3xE2/3+2 =

jan)

|: 8
| zp ausklammern
= xp =0

TE2/3

TE2/3
Tpy =2

K uiwwiw O O O O

Priifung mit zweiter Ableitung:
f"(xp) =24-02—48-0+16 =16 > 0 = Tiefpunkt bei zp; =0 (1)
f"(rge) =24-22 —48-24+16 =16 > 0 = Tiefpunkt bei zzy =2 (1)
f(xps) =241 —48 -1+ 16 = -8 < 0 = Hochpunkt bei zpz3 =1 (1)
Bestimmung der zugehorigen y-Werte:
ypr = f(zp) =2-0"=8-0°+8-0°=0 (1)
ypr = f(zme) =2-2"' —8-2°+8.22 =0 (1)
yps = f(rp2) =2-1'=8-1°+8-1> =2 (1)

7(00)] |T2(210)] [HQA[2)] (1)
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3. Skizze: (3)

EE———
(\] (V)
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