Musterlosungen Extremwertaufgaben

19. September 2022
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1 EXTREM-01

Ein Grundstiick hat die Form eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten v = 100m und v = 80m. Auf dem

Grundstiick soll ein Haus mit rechteckigem Grundriss gebaut «
werden. o @
a) Welche Léngen miissen die Seiten a und b haben, damit A Iy

die bebaute Fldche moglichst grof3 wird?

b) Wie grof} ist damit die Grundfliche A des Hauses?
Losen Sie das Problem mit Hilfe der Differentialrech-
nung!

Losung  (25)

Als erstes sucht man zweckméBigerweise die Hauptbedingung. Die Hauptbedingung
stellt immer die Grofle dar, die optimiert werden soll. Das ist in unserem Fall
die Rechteckflache. Also lautet die Hauptbedingung:

Hauptbedingung: A =a-b| (3)

Es gibt zwei Variablen, also benttigt man noch eine Nebenbedingung. Darin miissen
natiirlich die noch nicht verwendeten Angaben vorkommen, hier also die Lédngen der
Katheten der Dreieckfliche. Aus dem groflen Werkzeugkasten der Mathematik bieten
sich mindestens drei Moglichkeiten an:

1. Strahlensatze
2. Ahnliche Dreiecke

3. Winkelfunktionen

Alle fithren sinngeméfl auf etwa die gleiche Gleichung. Ich verwende als Beispiel die
Trigonometrie. Der Winkel gegeniiber von v und a sei . Dann kénnen wir den Tangens
des Winkels « iiber zwei verschiedene Verhéltnisse ausdriicken.

u a

tana = — =
) v—>

Der rechte Teil dieser Gleichung stellt die Nebenbedingung dar:

Nebenbedingung;: g: ” i 2 (3)

Die Nebenbedingung muss nun nach einer beliebigen Variablen umgestellt und in die
Hauptbedingung eingesetzt werden. Ich stelle sie nach @ um. Wir erhalten dann A als
Funktion von b.

Anschlieflend bilden wir noch die erste und zweite Ableitung.



u a
Sl S R Gl
“ (1;_ ) = a |in HB einsetzen (2)
A(b) = w.b (2)
_ uvb — ub?
B v
_ b b
v v
U 4o
Ab) = u-b——-b (2)
v
Al = u- (2
v
2u
A"(b) = —— 2
m = -2 @

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist das Null-
werden der ersten Ableitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null und
16sen die Gleichung nach b auf.

2 2
u—""by = 0 |+—b (1)
v )
2u v
= =.p .
Y v o 2u
Uv
-~ -}
2u B

1

Damit haben wir einen Kandidaten fiir ein Maximum erhalten. Nun miissen wir noch
priifen, ob es sich tatséchlich um ein Maximum handelt. Das geschieht am einfachsten
mit Hilfe der zweiten Ableitung.

2
A'(bg) = _Fu <0 = Maximum (2)

Da v und v beide positiv sind, ist —2% negativ, wir haben ein Maximum, wie gewiinscht.

v

Was noch fehlt, ist die Variable a. Wir setzen den gefundenen Wert fiir bg in die umge-
stellte Nebenbedingung ein.

u-(v—>bg) u-(v—3v) u-30 u-v
aE: = —_= = —=

1
v v v 2v 2



Als letztes fehlen noch die konkreten Léngen in Metern. Die gewinnen wir durch Ein-
setzen der bekannten Werte von u und v.

1 1
bE:§~v:§~80m:40m (2)
1 1
aE:§~u:§-100m:5Om (2)
Zusammengefasste Ergebnisse: |ag = 50m bp =40m

Zum Schluss ist noch die optimierte Fliche A gesucht. Die gewinnen wir durch Einsetzen
der gefundenen Werte in die Hauptbedingung.

Apaz = ag - by =50m-40m = 2000m? (2)

Apae = 2000m?




2 EXTREM-02

Ein oben offener quaderférmiger Karton mit einer Brei-
te von b=40cm soll ein Fassungsvermogen von 32 Li-
ter| haben. Welche Abmessungen (Lénge [ und Héhe h) h
miissen gewahlt werden, damit der Karton moglichst leicht
ist? Losen Sie das Problem mit Hilfe der Differentialrech- !
nung!

Losung (25)

Bevor wir in die eigentliche Losung einsteigen, benennen wir die relevanten Groflen mit
geeigneten Formelbuchstaben. Die Hohe des Kartons nennen wir h, die Seiten seiner
Grundflache a und b, wobei b fiir die bekannte Breite von 40 cm stehen soll.

Als néchstes sucht man zweckméfBigerweise die Hauptbedingung. Die Hauptbedin-
gung stellt immer die Groéfle dar, die optimiert werden soll. Die Frage ist
hier:,, Welche ist das? Wann ist der Karton besonders leicht?*

Ein kurzes Nachdenken sollte eigentlich zu dem Ergebnis fithren, dass das einen méglichst
geringen Materialverbrauch bedeutet, also wenig Pappe fiir den Boden und die Seiten-
teile. Also ist in unserem Fall die Oberfliche des Kartons, also der Boden mit den vier
Seitenwénden die zu minimierende Grofle. Damit lautet die Hauptbedingung:

Boden Seitenwidnde  Front+Riickwand

= — —
Hauptbedingung: | A=a-b+ 2-a-h + 2-b-h (3)

Es gibt zwei Variablen (ndmlich a und h), also benétigt man noch eine Nebenbedingung.
Darin miissen natiirlich die noch nicht verwendeten Angaben vorkommen, hier also die
Angabe des Fassungsvermogens. Damit muss die Nebenbedingung ganz klar lauten:

Nebenbedingung: (3)

Die Nebenbedingung muss nun nach einer beliebigen Variablen umgestellt und in die
Hauptbedingung eingesetzt werden. Hier ist es vollig gleichgiiltig, ob man sie nach «a
oder h umstellt. Beide kommen je zwei mal gleichartig in der Hauptbedingung vor.
Willkiirlich stelle ich sie nach a um.
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11 Liter = 1 Kubikdezimeter



Das Ergebnis setze ich in die Hauptbedingung ein und erhalte A als eine Funktion von h.
Nach dem Zusammenfassen steht A in einem Bruch im Nenner. Damit ich bequemer ab-

leiten kann, wandle ich das in eine Potenz mit negativem Exponenten um. Anschlieffend
bilde ich die erste und zweite Ableitung.

Ah) = a-b+2-a-h+2-b-h

1% 1%
= — b4+2-—-h+2-b-h 2
A S 2)
VooV
= —4+"—"—4+9-
2k
A(h) = V-h—1+¥+2b-h (2)
Ah) = —V-h?2+20 (2

A'(h) = 2V-h* (2)

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Nullwerden der ersten Ab-
leitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null, um mogliche Kandidaten fiir
Minima zu ermitteln.

Ahg) = 0
~V -h>+2b 0 (1)
1% 1%

—— +2b — 1
m + 0 |+ ) (1)
1%

20 — |- h?

hZ, E
20 - h2. Vo|:2b
1%
2 E—
i 2b v
v
h — 2
o=\l @
; 32 dm3
E 2-4dm
hg 2dm = 20 cm (1)

Nun muss gepriift werden, ob tatsdachlich ein Tiefpunkt vorliegt. Dies kann am bequems-
ten mit der zweiten Ableitung gemacht werden.

E

L2V 2.32dw?
(2dm)3

=8>0 = Tiefpunkt (2)

(=}



Nachdem jetzt klar ist, dass tatséchlich ein Tiefpunkt vorliegt, miissen nun alle noch
fehlende Groflen bestimmt werden. Nach der Aufgabenstellung ist das allerdings nur
noch das Maf3 a. Zur Berechnung bietet sich die umgestellte Nebenbedingung an.

V 32dm?
= = =4dm = 40 2
S hy T ddm-2dm  dm= A0 (@)
Zusammengefasst: |a = 40 cm h =20cm |




3 EXTREM-03

Auf dem Grundstiick in Form eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten a¢ und b soll ein Haus mit rechte-

ckigen Grundriss mit den Seitenldngen ¢ und d gebaut wer- «
den. Die Grundfliche A des Hauses soll moéglichst grofl wer- b ¢
den. A |d

Die Dreieckseiten betragen:

a = 12m und

b=8m

Wie grofl miissen die Abmessungen ¢ und d des Hauses sein?
Wie grof§ ist damit die Grundfliiche A des Hauses?

Losen Sie das Problem mit Hilfe der Differentialrechnung!

Losung  (25)

Als erstes sucht man zweckméfligerweise die Hauptbedingung. Die Hauptbedingung
stellt immer die Grofle dar, die optimiert werden soll. Das ist in unserem Fall
die Rechteckfliche. Also lautet die Hauptbedingung:

Hauptbedingung: A =c-d| (3)

Es gibt zwei Variablen, also benotigt man noch eine Nebenbedingung. Darin miissen
natiirlich die noch nicht verwendeten Angaben vorkommen, hier also die Liangen der
Katheten der Dreieckfliche. Aus dem groflen Werkzeugkasten der Mathematik bieten
sich mindestens drei Moglichkeiten an:

1. Strahlensatze
2. Ahnliche Dreiecke
3. Winkelfunktionen

Alle fithren sinngeméfl auf etwa die gleiche Gleichung. Ich verwende als Beispiel die
Trigonometrie. Der Winkel gegeniiber von a und c sei a. Dann kénnen wir den Tangens
des Winkels « iiber zwei verschiedene Verhéltnisse ausdriicken.

a c
tana = —

b b—d

Der rechte Teil dieser Gleichung stellt die Nebenbedingung dar:

Cc

b—d

Nebenbedingung;: % = (3)




Die Nebenbedingung muss nun nach einer beliebigen Variablen umgestellt und in die
Hauptbedingung eingesetzt werden. Ich stelle sie nach ¢ um. Wir erhalten dann A als
Funktion von d.

Anschlielend bilden wir noch die erste und zweite Ableitung.

c

a
¢ (bb_ 9) = ¢ |in HB einsetzen (2)
a-(b—d
Ald) = d~¥ 2)
B abd — ad?
N b
_ abd _ad
b b
A(d) = a-d—%-d2 2)
A'(d) = a—%a-d (2)
p 2a
Ald) = -+ (2

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist das Null-
werden der ersten Ableitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null und
16sen die Gleichung nach d auf.

2a 2a
2a b
— 2.4 .
4 b 5| 2a
ab
= = d
2a B
dp = 1b (1)
D)

Damit haben wir einen Kandidaten fiir ein Maximum erhalten. Nun miissen wir noch
priifen, ob es sich tatséchlich um ein Maximum handelt. Das geschieht am einfachsten
mit Hilfe der zweiten Ableitung.

2
A'(dg) = _?a <0 = Maximum (2)

2a
Da a und b beide positiv sind, ist - negativ, wir haben ein Maximum, wie gewiinscht.



Was noch fehlt, ist die Variable c. Wir setzen den gefundenen Wert fiir dg in die umge-
stellte Nebenbedingung ein.

Ca-(b—dp) a-(b—1) a1 a-b 1
Ty T T T Ty T w2

Als vorletztes fehlen noch die konkreten Léngen in Metern. Die gewinnen wir durch
Einsetzen der bekannten Werte von a und b.

1 1
cE:§~a:§-12m:6m (2)
1 1
Zusammengefasste Ergebnisse: |cg = 6m dg =4m

Zum Schluss ist noch die optimierte Fliache A gesucht. Die gewinnen wir durch Einsetzen
der gefundenen Werte in die Hauptbedingung.

Apae =Cp-dg =6m-4m =24m* (2)

Aar = 24 m?

10



4 EXTREM-04

Auf dem Grundstiick in Form eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten a und b soll ein Haus mit rechte-
ckigen Grundriss mit den Seitenldngen ¢ und d gebaut wer-
den. Die Grundfliche A des Hauses soll méglichst grof3 wer- c

den. A d

Die Dreieckseiten betragen:

a = 16m und

b=8m

Wie grofl miissen die Abmessungen ¢ und d des Hauses sein?
Wie grof§ ist damit die Grundfliiche A des Hauses?

Losen Sie das Problem mit Hilfe der Differentialrechnung!

Losung  (25)

Als erstes sucht man zweckméfligerweise die Hauptbedingung. Die Hauptbedingung
stellt immer die Grofle dar, die optimiert werden soll. Das ist in unserem Fall
die Rechteckfliche. Also lautet die Hauptbedingung:

Hauptbedingung: A =c-d| (3)

Es gibt zwei Variablen, also benotigt man noch eine Nebenbedingung. Darin miissen
natiirlich die noch nicht verwendeten Angaben vorkommen, hier also die Liangen der
Katheten der Dreieckfliche. Aus dem groflen Werkzeugkasten der Mathematik bieten
sich mindestens drei Moglichkeiten an:

1. Strahlensatze
2. Ahnliche Dreiecke
3. Winkelfunktionen

Alle fithren sinngeméfl auf etwa die gleiche Gleichung. Ich verwende als Beispiel die
Trigonometrie. Der Winkel gegeniiber von a und d sei . Dann koénnen wir den Tangens
des Winkels « iiber zwei verschiedene Verhéltnisse ausdriicken.

a d

tana = — =

b b-—c

Der rechte Teil dieser Gleichung stellt die Nebenbedingung dar:

d
Nebenbedingung: %: 2 (3)
—c

11



Die Nebenbedingung muss nun nach einer beliebigen Variablen umgestellt und in die
Hauptbedingung eingesetzt werden. Ich stelle sie nach d um. Wir erhalten dann A als
Funktion von c.

Anschlielend bilden wir noch die erste und zweite Ableitung.

a d
b~ hoe 109
a-(bb— ) = d |in HB einsetzen (2)
a-(b—c
A = o 282D )
B abc — ac?
N b
_ abe o
b b
a o
Ale) = a-c—g-c (2)
2
Ale) = a—?a-c (2)
. 2a
A = -2 ()

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist das Null-
werden der ersten Ableitung. Wir setzen also die erste Ableitung gleich Null und
l6sen die Gleichung nach ¢ auf.

2a 2a
o= cp = 0 |+7-0E (1)
2a | b
a — — . C PR
b F 2a
ab B
2a B
1

Damit haben wir einen Kandidaten fiir ein Maximum erhalten. Nun miissen wir noch
priifen, ob es sich tatséchlich um ein Maximum handelt. Das geschieht am einfachsten
mit Hilfe der zweiten Ableitung.

2
A(eg) = _?a <0 = Maximum (2)

2a
Da a und b beide positiv sind, ist - negativ, wir haben ein Maximum, wie gewiinscht.

12



Was noch fehlt, ist die Variable d. Wir setzen den gefundenen Wert fiir cg in die umge-
stellte Nebenbedingung ein.
a-(b—cg) a-(b—2%b) a-3b a-b

1
dr = — — — - _.
E b b b 2% 2

Als vorletztes fehlen noch die konkreten Léngen in Metern. Die gewinnen wir durch
Einsetzen der bekannten Werte von a und b.

1
b=

1
1 1
dE:§~a:§-16m:8m (1)
Zusammengefasste Ergebnisse: |cg = 4m dp = 8m

Zum Schluss ist noch die optimierte Fliache A gesucht. Die gewinnen wir durch Einsetzen
der gefundenen Werte in die Hauptbedingung.

Apmae =cp-dg =4m-8m =32m* (1)

Aoz = 32m?

13



5 EXTREM-05

In einen halbkreisférmigen Wanddurchbruch soll
ein rechteckiges Fenster mit moglichst grofiem
Fliacheninhalt A eingesetzt werden. Bestimmen b
Sie die Hohe h und die Breite b des Fens-
ters, wenn der Bogenradius r bekannt ist! Losen A
Sie das Problem mit Hilfe der Differentialrech- h
nung!

Losung

Als erstes sucht man zweckméafligerweise die Hauptbedingung. Die Hauptbedingung
stellt immer die Grofle dar, die optimiert werden soll. Das ist in unserem Fall
die Rechteckflache. Also lautet die Hauptbedingung:

Hauptbedingung: A =0-h

Es gibt zwei Variablen, also ben6tigt man noch eine Nebenbedingung. Darin miissen
natiirlich die noch nicht verwendeten Angaben vorkommen, hier also der Bogenradius.
Dazu sehen wir uns das Dreieck auf der rechten Seite an, das links durch den Dogenradius
r, rechts durch die Rechteckhche h und unten durch die halbe Rechteckbreite g begrenzt
ist. Da dieses Dreieck rechtwinklig ist, gilt in ihm der Satz des Pythagoras. Der liefert
uns die Nebenbedingung.

2
Nebenbedingung: h? + (—) = 72

Die Nebenbedingung kann nach b oder nach A umgestellt werden. Welche Variable man
auswahlt, ist im Prinzip gleichgiiltig. Ich wihe b, weil dann keine Briiche {ibrig bleiben.

b 2
h2+<§) = 7”2
2
h2+bz = 7% |-4
4R+ = 41 | —4h®
0 o= 4’ —4h® |/

b = +Vdr?2 —4h?

Da b auf jeden Fall positiv sein muss, kann man die negative Wurzel vernachléssigen. Es

bleibt also iibrig:
b= V4r? — 4h?

14



Das setzen wir nun in die Hauptbedingung ein und erhalten den Flacheninhalt A als
Funktion von h. Anschliefend bilden wir noch (mit Hilfe der Kettenregel) die Ableitung.
A = b-h
(h) = V4r2—4n?-h
(h) = @ —a2)
A(h) = V4r2h? —4ht
1
(h) = (4r°n?—ant)’

D=

1 —
Ah) = 5 (4r2h2 - 4h4> - (8r2h — 16h%)

8r2h — 1603

o
—
>
S——

[

2

2 <4r2h2 _ 4h4>
8r2h — 1643
IAr2h? — 412

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremwertes ist das Null-
werden der ersten Ableitung. Wir setzen also die Ableitung gleich Null und 16sen
die Gleichung nach h auf.

2y 1 3
Srh Z 16K oy/mee — i
0V/Ar2hE — 4hd

82h —16h% = 0
(8r* —16h*)-h = 0

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Aus dem rechten Faktor
ergibt sich:
hl - 0

Aus praktischen Griinden entfallt diese Losung. Aus dem anderen Faktor ergibt sich:

8r* —16h* = 0 |+ 16h>
8r? = 16h* |:16

h2 = 57“ |\/—

h::I:\/Ir
2

h = +£—r

Aus praktischen Griinden entféllt die negative Losung. Es bleibt also:

15



h=—r

V2

Als néchstes muss gepriift werden, ob es sich — wie gewiinscht — um ein Maximum
handelt. Weil die zweite Ableitung etwas miihsam zu bilden ist, wéihle ich hierfiir das
Kriterium mit dem Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung aus. Als Nachbarwerte zu
L2 0,707r wihle ich %r =0, 5r und %7" =0, 75r aus.

V2
3
" <1r) _ 8r2 - ir—16- (3r)

2\/47"2 )2 4 (1)

Es findet ein Vorzeichenwechsel von A’(h) von + nach — statt, also liegt ein Maximum
VOr.

Es fehlt nur noch die Breite b.

2
b:\/m:\/4r2— r) = VA4r2 — 22 = V/2r2 = \/2r

(7

16



6 EXTREM-06

Ein Kanal soll einen halbkreisférmigen Boden erhalten. Die

Kanalwéande verlaufen senkrecht.

a) Wie grofl miissen Breite b und Hohe h (Hohe der gera-
den Winde) des Kanals sein, damit bei gegebenem Kanal-
Querschnitt A die benetzte Oberfliche der Kanalwandung
moglichst klein wird? Losen Sie das Problem mit Hilfe der Dif-

ferentialrechnung!

b) Interpretieren Sie das Ergebnis!

Lésung (25)

N
\_/

Optimiert werden soll die benetzte Fldche. In der Skizze ist das die Umfangslange, die
ich [ nenne. Sie besteht aus den beiden geraden Winden sowie dem halbkreisférmigen
Boden. Sie stellt also die Hauptbedingung dar. Die Nebenbedingung erhalten wir
aus dem gegebenen Querschnitt A mit der Rechteck- und der Halbkreisfldche.

Hauptbedingung: [ =

Nebenbedingung: A =

2h+g-b (3)

h-b+g-bz (3)

Die Nebenbedingung ist einfacher nach A umzustellen, als nach b.

s ™
= heb4—-b2 |——.p2
+8 | 8

= h-b b

h 2)

Das Ergebnis wird in die HB eingesetzt. Wir erhalten [ als Funktion von b:

A7rb 7Tb
\p et et @

2A 7Tb7rb
31’y
2A 7rb 5
Bt @)

17



Damit die Ableitung bequemer (ohne Quotientenregel) vorgenommen werden kann,
wandle ich den Nenner in eine negative Potenz:

2A

T
) = 2475
(0) 5t
T

) = 2407+ 70D
rp) = 2407+

2A 7
'y = -4 7
m - -2 @

Ein Minimum kann nur vorliegen, wenn die erste Ableitung Null wird.

U'(bg) = 0
2A N T 0 I+ 2A
b 4 b2
T 24 by - 4
4 b 5 T
) 8A
bE = 7 |\/_
b = + 84 2
E1/2 = — (2)

Da eine negative Lénge nicht moglich ist, entfillt die negative Losung. Es bleibt nur die
Losung: (1)

8A
by = |/ —
s

Natiirlich muss noch gepriift werden, ob tatséchlich ein Minimum vorliegt. Dies priife
ich mit Hilfe der zweiten Ableitung:

I = —2A-b*2+%
(b)) = 4A-b°

) 4A

e = T )

Da sowohl A als auch b positiv sind, ist fiir b = bg auch I"(bg) > 0. Das bedeutet, es
liegt tatséchlich ein Minimum vor. (1)

18



Nun muss noch die Hohe h bestimmt werden:

hy = AT
E = E_gE
_ A T 8A
N 8A_8 T
V
_ A? 12 8A
T olsa Vs o
T

=)
0]
NS
|
&
A B
0]
=

(3)

Der Kanal ist also genau dann optimal, wenn er einen reinen Halbkreis ohne senk-
rechte Winde darstellt. (1)

Il
O%«
|
e
o 3

hg

19



7 EXTREM-07

Es sollen zylindrische Dosen mit Boden und Deckel fiir
eine Volumen von V = 1Liter hergestellt werden. (Sie-

he nebenstehende Skizze.) Wie groff sind der Durchmes-

ser d und die H6he h zu wihlen, damit die gesamte
Nahtldnge — bestehend aus der Bordelnaht an Deckel und .«
Boden sowie einer Naht an der Dosenseite — moglichst klein
wird?

Losung:

Da die Nahtlénge optimiert werden soll; stellt diese auch die Hauptbedingung dar.
Sie besteht aus zwei Kreisumfédngen und einmal der Hohe.

HB:l=2-7w-d+h

Kreis

Die Nebenbedingung wird aus dem bekannten Volumen gewonnen.

T
NB:V:Z-d2~h

Es ist einfacher, die NB nach h umzustellen, als nach d. Anderenfalls erhielte man eine
Wurzel.
vV =
4V
- d?
Dieser Term fiir A wird in die HB eingesetzt. AnschlieBend wird die dabei entstandene

Funktion noch etwas umgestellt (damit man sie bequemer ableiten kann), dann wird sie
abgeleitet und = 0 gesetzt.

20



=212 3 =

4V
2 7T-d+7r.d2
4V
2-m-d+ —-d?
T
8V
2.m— —.d73
T
SV
.W_ﬂ~d3
V
" - ds,
2712 d — 8V
-8V
8V
272
4V
2

5 [4V
2

|- di

| — 272 - d%
|+ (=277

v

Nun muss gepriift werden, ob tatséchlich ein Minimum vorliegt. Dies kann beispielsweise
mithilfe der zweiten Ableitung gemacht werden.

I'(d)
l//(d)

l// (d)

8V
— 2-7T—_.d_3
T
_ AV
Vs
B 24V
oredt

Nun kann der gefundene Wert fiir dg eingesetzt werden. Das fiihre ich aber nicht explizit
durch. Folgende Uberlegungen reichen aus:
Da dg ein positiver Wert ist, ist auch d% positiv. Auch A und 7 sind positiv, also auch

I"(dg) = 251 Dal"(dg) > 0 ist, liegt — wie erhofft — bei dp = /%y ein Minimum vor.
E

21



Was noch fehlt, ist die zugehorige Hohe hp.

4V
- d%

4V

4V

/(5
4V

3 /16V2
1

%

3 [w3.16V2
LV
4V
3 /16V?2
4V

16V
m

4Ve .

hg =

3

’7"' .

=~

D
w

»

w

—_ 3

(@)

2

N 16
hE = 3\/4‘/'7'(

Zum Schluss kann fiir das Volumen noch der gegebene Wert von 1 Liter eingesetzt
werden. Damit erhélt man dann: |dg =~ 0,74dm | und | hg ~ 2,325 dm
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8 EXTREM-08

Ein 24 cm breiter Blechstreifen soll an zwel Seiten so

hochgebogen werden, dass dabei eine U-férmige Dach- : 3
rinne entsteht. Die Dachrinne soll dabei eine moglichst /': A ;
grofle Querschnittfliche A erhalten. Die hochgebogenen

Teilstreifen haben die Breite a, der ,,Boden®“ der Dach- a b a
rinne hat die Breite b. Welche Mafle miissen fiir a und 24 cm

b gewahlt werden? Losen Sie das Problem mit Hilfe der
Differenzialrechnung! (25 P.)

Losung: Beginnen wir mit der Hauptbedingung. Die Hauptbedingung stellt immer
die GréBe dar, die optimiert werden soll. Hier soll der Querschnitt maximal werden.
Das ist eine Fliche A.

HB: A=a-b (3)
In der HB sind insgesamt zwei Variablen enthalten (ndmlich a und b). Wir bendtigen

daher eine Nebenbedingung.

Bisher noch nicht ausgenutzt haben wie die Angabe zur gesamten Breite des Blechstrei-
fens. Diese Angabe verwende ich fiir die Nebenbedingung.

NB:a+b+a=24cm (3)
Die NB kann bequem nach b umgestellt werden.

a+b+a = 24cm | — 2a
b = 24cm—2a (3)

Die umgestellte NB wird in die HB eingesetzt. Man erhélt A als eine Funktion von a.

A = a-b
Ala) = a-(24cm — 2a)
A(a) = 24cm-a— 2d? (3)

Diese Funktion wird nach a abgeleitet und gleich Null gesetzt. So erhélt man Kandidaten
fiir ein Maximum.

A(a) = 24cm-a—2a?
A'(a) = 24cm —4a (3)
0 = 24cm —4dag | 4+ dap
dap = 24cm |- 4
ap = 6cm (3)

Zur Priifung, ob wirklich ein Maximum vorliegt, bilde ich die zweite Ableitung.

A(a) = 24cm —4a
A'(a) = —4 (3)

23



Da die zweite Ableitung stets negativ ist, muss der berechnete Wert ap = 6cm zu
einem Maximum gehoren.  (2)

Was noch fehlt, ist die Breite b der Rinne. Mit der umgestellten Nebenbedingung wird
dieser Wert am bequemsten berechnet.

bp=24cm —2a=24cm—2-6cm=12cm  (2)

24



9 EXTREM-09

Eine alte Gebiihrenordnung fiir Postpéckchen besagt, dass die Summe aus Linge, Hohe
und Breite eines Péckchens maximal 90 Zentimeter betragen darf. Fiir welche Mafle
hat das Péackchen das maximale Volumen, wenn die Lénge gleich der dreifachen Breite
betragen soll?

Losung: Folgende Formelzeichen werden verwendet:
[ fiir die Lange

h fiir die Hohe

b fiir die Breite

V' fiir das Volumen

HB : V=1"h-1D
NBy: [+b+h = 90cm
NB, : [ = 3-b

NB, wird in NB; eingesetzt, die NB; wird nach h umgestellt:

[+b+h = 90cm
3b+b+h = 90cm
4b+h = 90cm | —4b
h = 90cm — 4b

NB; und die umgestelte NB; werden in die HB eingesetzt. Wir erhalten die Volumen-
funktion V().

V.=1h->
\% 3b-(90cm — 4b) - b
V(b) 3v* - 90 cm — 120°
V() = v*-270cm — 120°
Um ein Maximum zu finden, wird die Ableitung gebildet und gleich 0 gesetzt.

V(b) = b*-270cm — 120°
V'(b) = b-540cm — 36b>

V'(bg) = 0
bg - 540cm — 360% = 0 | : (—36)
b% —bg-15cm = 0 |bp ausklammern

bg - (bgp —1bcm) = 0

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

bE1 - 0
bpo —15cm = 0 |+ 15cm
bgpo = 15cm

Der Wert bg; = 0 entfillt aus logischen Griinden. Z.B. mit der zweiten Ableitung kann
gepriift werden, ob tatséchlich bei xgy = 15 cm ein Maximum vorliegt.

25
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