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0.1 DIFFRECH-01

Bestimmen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgen-

den Funktion!

fx)=2z-(4x —3)+5

Loésung 1: Zunéchst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

fz)=2z-(4z—-3)+5=82>—-6z+5 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden.

f'(x)

f'(x)

flz+h) - f(x)

hm h (2)

(8(33 )% — 6(z + h) + 5) (822 — 6z + 5)
lim (5)
h—0 h
. 8(z*+2zxh+h*) —6x —6h+5— 8z + 62 —5
lim
h—0 h
" 8x2 + 16xh + 8h? —6x —6h +5 — 822 + 62 — 5
hl—% h

16xh + 8h? — 6h
im
h—0 h
. h-(16z+8h —6)
lim
h—0 h

lim (162 + 8h — 6) (5)
h—0
lim 162 + lim 8 — lim 6

h—0 h—0 h—0
16z +0—6
16z —6 (5)

L6ésung 2: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

fz)=2z-(4z-3)+5=82" -6z +5 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden, zunéchst fiir die Sekantensteigung mg.



(8(:1: + Ax)? — 6(zx + Az) + 5) (822 — 6z + 5)
= 5)
N ()
8(z% + 2zAxw + Ax?) — 62 — 6Axr +5 — 822 + 62 — 5
Az
822 + 16zAx + 8Ax? — 6x — 6Ax + 5 — 822 + 61 — 5
Ax

16xAx + 8Ax? — 6Ax

Az
Az - (16x + 8Az — 6)

Az
ms = 16x+8Az—6 (5)

Jetzt kommt die Tangentensteigung als Grenzwertiibergang mit Ax — 0:

mp = 16x+0—6
fl(x) = 16x—6 (5)



0.2 DIFFRECH-02

Berechnen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden

Funktion!

flz)=4x-(2x —5)—3

Losung 1: Zunéchst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

f(z) =4z - (22 —5) -3 =8> —-20z -3 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden.

f'(x)

f'(x)

o f@ ) = f(a)

(2)

h—0 h
(8(x R)? —20(x + h) — 3) (822 — 20z — 3)
hm h (5)
. 8($2+2$h—|—h2)—20x—20h—3—8x2+20x+3
lim
h—0 h
. 82 4+ 16zh + 8h? — 202 — 20h — 3 — 822 + 20z + 3
hli% h
. 16xh + 8h? — 20h
lim
h—0 h
. h-(16x 4+ 8h — 20)
lim
h—0 h

lim (162 + 8h — 20) (5)
h—0
lim 16z + lim 8k — lim 20

h—0 h—0 h—0
162 +0 — 20
162 —20 (5)

Losung 2: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

f(z) =42 - (22 —5) -3 =8> —20z -3 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten fiir die Sekantensteigung gemacht werden.



(8(35 + A7) — 20(x + Ax) — 3) (822 — 20z — 3)
- ; 5)
8(x? + 2xAx + Ax?) — 20z — 20Azr — 3 — 822 + 207 + 3

Az
822 4+ 16xAx + 8Az% — 20 — 20Ax — 3 — 822 +20x + 3

Az

16zAz + 8Az2 — 20Ax

Az
Az - (16z + 8Ax — 20)

Ax
ms = 16x+8Ax—20 (5)

Der Grenzwertiibergang zur Tangentensteigung mit Az — 0 wird gemacht:

my = 16z +4+8-0—20
fl(x) = 16z —20 (5)



0.3 DIFFRECH-03

Geben Sie die erste und zweite Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =32° +22° — e* + 3¢?
b)
fla)=a— -
c)
fl@) = (20— 4)°
d)
r?—1r—4
flry = T2
e)
f(z) =3z -e*
f)
f(x) =e"-sin2x
g)

f(!lj') — esin?)x



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.

flz) = 32°+22° — " + 3¢
fl(x) = 152" + 62 —¢*
f(x) = 602 + 12z —€”

b) Zur Losung formt man den Bruch in der Funktion zweckméBigerweise in die Po-

tenzschreibweise um. ]
flx) =2 - = =2 —a27!
T

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

flx) = 2% —271
fll) = 20422 = 28+ (5)
ffz) = 2—=2273 = 2—-3% (5

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.

f(@) = (22 — 4y

Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

g(r) =2 -4 = g'(z)
flg) =g = f'(9)

Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:
@) = f(g) - d(x) = 5g* -2 = 102z — 4)*  (5)

Die zweite Ableitung wird wieder mit der Kettenregel bestimmt. Die innere und duflere
Funktion sowie deren Ableitungen werden aufgestellt:

2
5g*

glx)=2r—-4 = 4(x)=2
flg) =10g" = [f'(g) = 40g°

Damit kann die 2. Ableitung aufgestellt werden:

f'(@) = fg)-d'(x)
40¢° - 2

= 40-(2z —4)*-2
f'(x) = 80-(2z—4)°* (5)



d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

[

fla) =
Ich schreibe zunéchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.

u@)=a>—z—-4 = u(@x)=22-1
v(zr)=ao—2 = V(z)=1

Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

w(x) - v(x) —u(x) - v'(x)

fllx) = 2(2)
 @2e-1) (2 -2)— (2 —x—4)-1
- (-2
2P —dr—a42—at4a+4
- (=2
22 —4x +6

@) = g )

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung schreibe ich wieder die Zéhler- und Nennerfunk-
tion sowie deren Ableitungen auf.

uz)=a*—4dz+6 = u(x)=22—4
v(z) = (v —2)? = v(x)=...

Zur Berechnung von v'(z) wird die Kettenregel benotigt. Die zugehorige Rechnung fiihre
ich in einer weiteren Nebenrechnung durch.

g(x) =z —2
v(g) = ¢*

= ¢'(z) =
=

Damit bestimme ich mit der Kettenregel v'(x).



Jetzt kann die Quotientenregel angewendet werden.

w(z) - v(z) — u(z) - v'(2)

@) = o
(22 —4) - (=22 — (22 —4x+6)-2- (x —2)
(z —2)*
(x—2)-((2x— 4)-(x—2) - (x2—4a:+6)~2>
(z —2)*
(

 2r-4) (z—-2)— (2 -4z +6)-2
B (z —2)3
22 —dw— 4w +8—22° + 8x — 12
B \ (x —2)?

e) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(z) =3z -e*
Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.
u(z) =3x = u(xr)=3
v(z) =e* = V(z)=
Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.
g(x) =2z = g'(x) =2
v(ig) =¢e! = V(g)=¢f
V() =v'(g9) - g () = e -2 =2e*"
Damit konnen wir die Produktregel anwenden.
flle) = () v(@)+ulz) - v'(z)
= 3. +31-2e*
fl(z) = (3+6x) - (5)

Die 2. Ableitung wird ebenfalls mit der Produktregel bestimmt. Die Ableitung v'(x)

kénnen wir aus der vorangegangenen Rechnung iibernehmen.
u(z) =3+6x = u(zr)=06
v(z) = e*® = /(x) =2e*
Damit kéonnen wir die Produktregel anwenden.
fl(x) = U'(l’) v(z) +u(z) - v'(x)
6-e* + (3+ 6x) - 2™
= 6-¢ —|—(6—{—12x)-62
f(x) = (12+12x)-¢ (5)



f) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.

f(z) =€®-sin2x

u(zr) =e* = u(x)=e"
v(x) =sin2z = v'(x)=...

Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.

Damit erhalten wir v/(x):
V(x) =g'(z) -V (g) =2 cosg = 2cos 2z
Nun kann die Ableitung f’(z) mit der Produktregel berechnet werden.

() =u(z) v(z)+u(z) v (z) =e" sin2x +e” - 2cos2x = €” - (sin 2z + 2 cos 2x)

(5)

Auch die zweite Ableitung wird mit der Produktregel bestimmt. Vorweg mochte ich die
Ableitungen der Teilfunktionen in der Klammer h(z) = sin 2z und i(x) = 2 cos 2x mit
der Kettenregel bestimmen. Dabei ist aus der Bestimmung der ersten Ableitung bereits

bekannt:
h(z) =sin2x = h'(z) =2cos2x

Leiten wir entsprechend auch i(x) ab:
i(r) = 2cos2z

glz) =22 = g'(z)=2
2cosg = i'(g) = —2sing
i'(x) =¢'(x) -7 (9) =2 (—2sing) = —4sin 2z

Jetzt konnen wir f’(x) mit der Produktregel ableiten.
f(x) = e - (sin 2z + 2 cos 2x)

u(z) = e* = u(r)=¢€"
v(xz) =sin2z +2cos2x = v'(x) =2cos2x — 4sin2x

fx) = (@) o) + ulz) - v'(x)
e’ - (sin2z + 2 cos2z) + e - (2 cos 2z — 4sin 27)
f"(x) = €% (4cos2x —3sin2z) ()



g) Hier muss die Kettenregel gleich doppelt angewendet werden.

f(I) — 6sin3m

Die Funktion lasst sich schreiben als Funktion von einer Funktion von einer Funktion,
also f(x) = f(g(h(x))) mit h(x) = 3z, g(h) =sinh und f(g) = €.

Vorweg bestimme ich die Ableitung der inneren Funktion g(h(z)) = sin 3z mit Hilfe der
Kettenregel.
g(x) = sin 3z

h(z) =3z = h(z)=3
g(h) =sinh = ¢'(h) =cosh

g (x)="h(x) g'(h) =3-cosh = 3cos3x

Jetzt wenden wir die Kettenregel auf f(z) an.
f(I) — 6sin3:z:

g(x) =sin3z = ¢'(z) =3cos3x
flg)=e" = [flg)=¢

fllx) = flg9)-g ()
= €9-3cos3zx

fl(x) = " .3cos3z (5)

Fiir die zweite Ableitung muss nun die Produktregel angewendet werden, denn die Funk-
tion stellt ein Produkt dar. Ich bestimme vorweg die Ableitung des zweiten Faktors
v(x) = 3 cos 3z mit der Kettenregel.

v(x) = 3cos 3z
g(x) =3z = g'(x)=3
v(g) =3cosg = v'(g) = —3sing
V'(z) =g'(z)-v'(9) =3 (—3sing) = —9sin 3z
Jetzt kann f”(z) mit der Produktregel bestimmt werden.

u(x) = "3 = o/(z) = ™37 . 3cos 3z
v(x) =3cos3z = v'(r) =—-9sin3z

fx) = u(z) - v(x) + ulz) - v'(2)
= 3. 3cos3x - 3cos 3z + ¥ . (—9sin 3)
f(x) = ™. (9cos’ 3z —9sin3z) (5)



0.4 DIFFRECH-04

Geben Sie die erste und zweite Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =22° — 52® + €* + 3¢?
b)
f(w) = 3a* +§
c)
f(x) =2z —3)
d)
?+x—4
flr) =T
e)
f(z) =2z -e*
f)
f(z) =¢€" - cos3x
g)

f(!)ﬁ') — e(:054:1:



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.

f(x) = 22° —52° + " + 3¢?
f'(x) = 102" — 152° +¢* (5)
f’(z) = 402* — 30z +e° (5)

b) Zur Losung formt man den Bruch in der Funktion zweckméafigerweise in die Po-
tenzschreibweise um.

1
f(z) =32+ = =322 + 27!
x

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

fx) = 322+ a7!

fl(x) = 6x—a7? = 6:15—i (5)

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.

fl@) = (22— 3)°

Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

g(r)=2r-3 = g'(x)
flg)=¢° = f'(9)

Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:
F'(@) = fg)- ¢(z) = 5¢" -2 = 10(22 — 3)" (5)

Die zweite Ableitung wird wieder mit der Kettenregel bestimmt. Die innere und duflere
Funktion sowie deren Ableitungen werden aufgestellt:

2
5g4

glx)=2c-3 = ¢(z)=2
flg) =10g* = f'(g9) = 40g°

Damit kann die 2. Ableitung aufgestellt werden:

() = f(g9) g ()
40g° - 2

= 40- (22 —3)*-2
f'(x) = 80-(2z-3)° (5)



d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

w’+x—4
fla)=——71—

Ich schreibe zunéchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.

wr)=2*+z—-4 = J(r)=22+1
v(z)=x—4 = V(z)=1

Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

_ (2 +1)- (.CIZ 4)— (2 +x—4)-1
(x —4)?
22— tar—4—at—ar+4
B (z —4)?
x? — 8z

@) = G )

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung schreibe ich wieder die Zéhler- und Nennerfunk-
tion sowie deren Ableitungen auf.

u(r) =2 —-8r = u(r)=2x-38
v(z) = (z—-4)* = V()=

Zur Berechnung von v'(x) wird die Kettenregel benotigt. Die zugehorige Rechnung fiihre
ich in einer weiteren Nebenrechnung durch.

—4



Jetzt kann die Quotientenregel angewendet werden.

w(z) - v(x) — ufz) - v'(2)

F@) = L
_ Qe —8) (z—4) —(a?—8z)-2- (x—4)
(z —4)!
@) ((295—8)-(95—4)—(9;2—83;).2)
N (z —4)!
_ (22 —8) - (z —4) — (z* — 8z) - 2
(z— 1)
_ 22® —8x —8x+ 32 — 22 + 161
B . (x —4)3
o = s o

e) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
flx) =2z e
Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.
u(z) =2x = u(x)=2
v(r) =€ = V(z)=...
Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.
glx) =3z = g'(x)=3
v(ig) =e! = V(g)=¢f
V() ='(g) ¢ (x) = ¢’ 3=3e™
Damit konnen wir die Produktregel anwenden.
file) = () v(@)+ulz) ' ()
= 2.6% 421 3e*
fll@) = (2+62) ¥ (5)
Die 2. Ableitung wird ebenfalls mit der Produktregel bestimmt. Die Ableitung v'(x)
kénnen wir aus der vorangegangenen Rechnung iibernehmen.
u(z) =246z = u'(zr)=06
v(z) =3 = /(x) = 3e¥”
Damit konnen wir die Produktregel anwenden.
fix) = W(z) v(@) +u(r) V' (z)
¥ 4+ (24 61) - 3™
¥ + (6 +18z) - e**

6
= 6
(12 +18z) - &*  (5)

f(z) =



f) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(x) =e" - cos3x
u(z) =e® = u(x)=¢€"
v(z) =cos3z = V(z)=...
Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.

gle) =3z = 4'(z)=3
v(g) =cosg = v'(g) = —sing

v'(z) =g'(z) - v'(g) =3+ (sing) = —3sin 3z

Nun kann die Ableitung f’(x) mit der Produktregel berechnet werden.

f@) = W(x) v(z) +u(@) o' (z)

= e”-cos3x + e’ - (—3sin3x)

f'(x) = €% (cos3x —3sin3z) (5)
Auch die zweite Ableitung wird mit der Produktregel bestimmt. Vorweg mochte ich die
Ableitungen der Teilfunktionen in der Klammer h(z) = cos3z und i(z) = 3sin 3z mit
der Kettenregel bestimmen. Dabei ist aus der Bestimmung der ersten Ableitung bereits

bekannt:
h(xz) =cos3x = h'(z) =—3sin3z

Leiten wir entsprechend auch i(z) ab:
i(r) = 3sin 3z

glx) =3z = ¢'(z)=3
i(g) =3sing = i'(g) =3cosg
i'(x) = ¢'(x) i (9) =3-3cosg = 9cos 3z

Jetzt konnen wir f/(z) mit der Produktregel ableiten.
f'(z) = e - (cos 3z — 3sin 3x)

u(zr) =e® = u(x)=¢€"
v(x) =cos3x —3sin3x = v'(xr) = —3sin3z — 9 cos3x

u'(x) - v(z) + u(z) - o' (x)
e’ - (cos3z — 3sin3x) + €* - (—3sin 3z — 9 cos 3x)
e® - (—6sin3x — 6cos3z) (5H)

f@) =

') =



g) Hier muss die Kettenregel gleich doppelt angewendet werden.
f(l') — 600542:

Die Funktion lasst sich schreiben als Funktion von einer Funktion von einer Funktion,
also f(x) = f(g(h(x))) mit h(x) =4z, g(h) = cosh und f(g) = €.

Vorweg bestimme ich die Ableitung der inneren Funktion g(h(x)) = cos 4z mit Hilfe der
Kettenregel.
g(x) = cosdx

h(zx)=4x = h'(z)=4

g(x) =cosder = ¢'(z)=—4sindx
flg)=e" = [flg)=¢

fx) = flg)- ¢ (x)
= ¢7-(—4sindx)
fl(x) = e . (—4sindx) (5)
Fiir die zweite Ableitung muss nun die Produktregel angewendet werden, denn die Funk-

tion stellt ein Produkt dar. Ich bestimme vorweg die Ableitung des zweiten Faktors
v(xz) = —4sin4x mit der Kettenregel.

v(x) = —4sindx

g(x) = 4z = J(x) =4
v(g) = —4sing = v'(g9) = —4cosg
V'(z) =g (z)-v'(9) =4 (—4cosg) = —16 cos 4z
Jetzt kann f”(z) mit der Produktregel bestimmt werden.

u(x) = et = u'(x) = e . (—4sindr)
v(x) = —4sinder = v'(x) = —16cos4dx

fia) = u(z) o)+ u(z) - (z)
= . (—4sindr) - (—4sindx) + 4 . (—16 cos 47)
f(x) = €. (16sin® 4z — 16 cosdz) (5)



0.5 DIFFRECH-05

Geben Sie die erste und zweite Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =227 — 52° — 7% + 2¢* + 3¢?
b)
5 1
flx) =22° — -
c)
F@) = (20 — 4
d)
z? —5x+6
J(w) = 20 — 6
e) .
fla) = inie
f)



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.
Hinweis: 7 und e sind Konstanten, also auch 72 und e3. Beim Differenzieren fallen
diese weg.

f(z) = 227 —52° — 7% + 2" + 3¢3
fl(x) = 142% — 152 +2¢° (5)
f’(x) = 84x° — 30z +2¢° ()

b) Zur Loésung formt man den Bruch in der Funktion zweckméBigerweise in die Po-
tenzschreibweise um.

x :2332—1:23:2—1"1
f(x)
x

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

flz) = 222 — 27!

fl(z) = dox+27? = 4x+% (5)
o) = d—23 — 4—% (5)

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.

fla) = (22 —4)°
Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

glx)=2r—-4 = ¢(x)=2
flg)=4° = f'(g) =69
Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:

fl()=f(g) g'(z) =6¢g" 2 =122z —4)° (5)
Die zweite Ableitung wird wieder mit der Kettenregel bestimmt. Die innere und duflere
Funktion sowie deren Ableitungen werden aufgestellt:
g(x)=2r—-4 = 4(x)=2
flg)=12¢> = ['(g) = 60g"
Damit kann die 2. Ableitung aufgestellt werden:
f(x) = fg)-g'(x)
= 60g"-2
= 60-(2z—4)"-2
() = 120-(2z—4)* (5)



d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

_2®—bx+6

() 57 — 6

Ich schreibe zunéchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.

Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

w'(x) - v(x) = u(z) - v'(x)

filx) = 2(2)
 (22-5)-(22—6) — (2* — 5z +6) - 2
N (2z —6)2
42 — 122 — 102 + 30 — 222 + 10z — 12
B (2x — 6)?
222 — 127 + 18
fo) = o 6; (5)

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung schreibe ich wieder die Zéhler- und Nennerfunk-
tion sowie deren Ableitungen auf.

uw(xr) =22 — 120+ 18 = o/(z) =4z — 12
v(z) = (22 — 6)? = V(x)=...

Zur Berechnung von v'(x) wird die Kettenregel benotigt. Die zugehorige Rechnung fiihre
ich in einer weiteren Nebenrechnung durch.



Jetzt kann die Quotientenregel angewendet werden.

w(x) - v(x) —u(z) - V' (z)

f”($) = UQ(I)
(4w —12)- (22— 6)2 — (22 — 120+ 18) - 4- (22 — 6)
N (2x — 6)%

(22 — 6) - ((4:1: —12) - (20— 6) — (227 — 120 + 18) - 4)
- (2x — 6)*
(4 —-12)-(22—-6) — (22° — 120+ 18) - 4
N (2z — 6)3
_ 8x? — 24w — 24w 4+ 72 — 8% 4 48z — 72
N (22 — 6)3
" . 0 . -
@) = 2 —6p 0 (5

e) Hier muss die Kettenregel gleich doppelt angewendet werden.
f(x) — esin 3x

Die Funktion lasst sich schreiben als Funktion von einer Funktion von einer Funktion,

also f(x) = f(g(h(x))) mit h(x) = 3z, g(h) =sinh und f(g) = €.

Vorweg bestimme ich die Ableitung der inneren Funktion g(h(z)) = sin 3z mit Hilfe der
Kettenregel.
g(x) =sin3z

hz)=3x = Hh(xr)=3
g(h) =sinh = ¢'(h) =cosh

g (x)="h(x)-g'(h) =3-cosh = 3cos3x
Jetzt wenden wir die Kettenregel auf f(x) an.
f(.ﬁlf) — esin3x
g(x) =sin3z = ¢'(z) =3cos3x
flg)=e" = [flg)=¢
f@) = f'(9)-d(z)
= e7-3cos3x
fl(x) = ™ .3cos3z (5)

Fiir die zweite Ableitung muss nun die Produktregel angewendet werden, denn die Funk-
tion stellt ein Produkt dar. Ich bestimme vorweg die Ableitung des zweiten Faktors
v(x) = 3 cos 3z mit der Kettenregel.

v(x) = 3cos 3z



gle) =3z = g(r)=3
v(g) =3cosg = v/'(g) = —3sing

V'(x) =¢'(z)-v'(g) =3 (—3sing) = —9sin 3z
Jetzt kann f”(x) mit der Produktregel bestimmt werden.

u(x) =3 = o/(z) = ™37 . 3cos 3
v(x) =3cos3z = v'(r) =—-9sin3z

@) = ) o) +ue) )
= ™% . (3cos3r) - 3cos3x + ™ . (—9sin 3z)

f(x) = ™% (9cos®3z —9sin3z) (5)
f) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(z) =€" - cos3x

Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.

Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.

gle) =3z = 4'(z)=3
v(g) =cosg = v'(g) = —sing
Vv'(x) =v'(g) ¢ (x) = —sing -3 = —3sin 3z
Damit kénnen wir die Produktregel anwenden.
P = W@ o) +ul) o)
= ¢e" cos3x + e’ - (—3sin3x)

f'(x) = € (cos3x —3sin3x) (5)
Die 2. Ableitung wird ebenfalls mit der Produktregel bestimmt.

u(z) = e* = u(r)=¢"
v(x) =cos3z —3sin3zx = V'(zr)=...

Die Funktion v(z) besteht aus zwei Summanden, deren Ableitung jeweils mit der Ket-
tenregel bestimmt wird. Dabei wurde die Ableitung des ersten Summanden cos 3z im
vorangehenden Abschnitt bereits als v'(z) = —3sin 3z bestimmt. Bleibt noch der Sum-
mand 3 sin 3z.

h(x) = 3sin 3z



gle) =3z = ¢'(z)=3
h(g) =3sing = h(x) =3cosg

h'(x) = ¢'(x)-h'(g) =3-3cosg =9cos3z
Mit diesen Werten kénnen wir die Ableitung v/(z) bestimmen.
v(xr) = cos3x — 3sin3x
v'(x) = —3sin3z — 9cos3x
Damit konnen wir die Produktregel nun endlich anwenden.

(@) = u'(z) v(z) +ulz) V(z)

= - (cos 3z — 3sin3x) + €* - (—3sin 3z — 9 cos 3x)
(
(=

cos 3z — 3sin 3z — 3sin 3z — 9 cos 3x)
6sin3x — 8cos3x) (5)

u
e’
e’
e’

fx) =



0.6 DIFFRECH-06

Geben Sie die erste und zweite Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =227 — 42 + 7 + 3e” + 2¢°
b)
5 1
f(z) = 32"+ p
c)
fl@) = (22— 1)
d)
2?2 =52 +6
J@) ===
e)
f(ZL‘) 6cos3ac
f)



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.
Hinweis: 7 und e sind Konstanten, also auch 72 und e?. Beim Differenzieren fallen
diese weg.

207 — 42?2 + 7 + 3e® + 262
142° — 8z + 3e*  (5)
f'(x) = 84z° —8+3e" (5)

o
G
| |

b) Zur Losung formt man den Bruch in der Funktion zweckméBigerweise in die Po-
tenzschreibweise um.

1
flz) =32+ = =32+ 27"
T

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

flz) = 32427t

flx) = 6z—27% = Gx—i (5)

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.

fla) =2z —4)7
Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

glx)=2r—-4 = ¢(x)=2
flg)=4g" = f'lg)="T7g°
Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:

fl@)=[(g) g(x)=Tg" 2=14(20 —4)° (5)
Die zweite Ableitung wird wieder mit der Kettenregel bestimmt. Die innere und duflere
Funktion sowie deren Ableitungen werden aufgestellt:
g(x)=2r—-4 = 4(x)=2
flg)=14¢° = [f(g) =84g°

Damit kann die 2. Ableitung aufgestellt werden:
(@) = f'9)-g'(x)
= 84¢°-2
= 84-(2z—4)°-2
f"(x) = 168-(2x —4)> (5)



d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

_2®—bx+6

() T

Ich schreibe zunéchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.

wrz)=2*-5z+6 = u(r)=22-5
v(z) =22 —4 = V'(z)=2

Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

u'(x) - v(x) = u(z) - v'(x)

!/
fx) = V()
(22 —5)- (2 —4) — (2?2 — 5x +6) - 2
- 2z — 4)2
4% — 8z — 10z + 20 — 22% + 102 — 12
- (2z — 4)?
2% — 8z + 8

flx) = Ta—ae (5)

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung schreibe ich wieder die Zéhler- und Nennerfunk-
tion sowie deren Ableitungen auf.

u(x) =22 —8x+8 = u(x)=4x—38
v(z) = (20 — 4)? = v(x)=...

Zur Berechnung von v'(x) wird die Kettenregel benotigt. Die zugehorige Rechnung fiihre
ich in einer weiteren Nebenrechnung durch.



Jetzt kann die Quotientenregel angewendet werden.

u'(z) - v(x) —u(z) - v'(x)

fla) = =
(4 —-8)-(2z—4)*— (22 —8x+8) -4 (2z —4)
B (2x — 4)4
(22 — 4) - ((4x—8).(2x—4)—(2x2—8x+8)-4)
- (2x — 4)%
. (4 —-8)-(2z—4)— (22> -8z +8)-4
- (22 — 4)3
82— 162 — 16 + 32 — 8% + 32z — 32
B (20 —4)3
@) = e = 0 O

e) Hier muss die Kettenregel gleich doppelt angewendet werden.
f(x) — s 3x

Die Funktion lasst sich schreiben als Funktion von einer Funktion von einer Funktion,

also f(x) = f(g(h(x))) mit h(x) = 3z, g(h) = cosh und f(g) = €.

Vorweg bestimme ich die Ableitung der inneren Funktion g(h(z)) = cos 3z mit Hilfe der
Kettenregel.
g(x) = cos 3z

h(z)=3z = h'(r)=3
g(h) =cosh = ¢(h)=—sinh

g (x)="h(x) -¢g'(h)=3-(—sinh) = —3sin3x
Jetzt wenden wir die Kettenregel auf f(x) an.
f(l’) — ecosBz

g(x) =cos3z = ¢'(r)=—-3sin3z
flg) = e = [llg)=¢*
f'x) = f'(9)-d'(x)
= €% (—3sin)3z
fl(x) = e . (=3sin3x) (5)
Fiir die zweite Ableitung muss nun die Produktregel angewendet werden, denn die Funk-

tion stellt ein Produkt dar. Ich bestimme vorweg die Ableitung des zweiten Faktors
v(x) = —3sin 3z mit der Kettenregel.

v(x) = —3sin 3z



g(x) =3z = ¢'(r) =3
v(g) = —3sing = v'(g9) = —3cosg

V(x) =¢'(z) -v'(g) =3 (—3cosg) = —9cos 3x
Jetzt kann f”(x) mit der Produktregel bestimmt werden.

u(x) = ecos3e = u/(x) = €3 . (=3 sin 3x)
v(z) = =3sin3x = v'(x) = —9cos3z

f'(z) = W(z)- (@) +u(z)-v'(2)
= . (3sin3z) - (—3sin3x) + > . (—9cos 31)

f(x) = €% (9sin®3z — 9cos3z) (5)

f) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(z) =€" - sin3x
Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.

u(z) =e* = u(x)=e"
v(z) =sin3z = J(z)=...

Zur Bestimmung von v'(z) benétigen wir die Kettenregel.

V'(x) =2'(g9) - ¢'(x) = (cosg) - 3 =3 cos3x
Damit kénnen wir die Produktregel anwenden.
Fla) = () o) +ule) /(@)

= ¢€¥-sin3x +€” - 3cos3x
f'(x) = €"-(sin3x+3cos3z) ()

Die 2. Ableitung wird ebenfalls mit der Produktregel bestimmt.

u(z) = e* = u(z)=e"
v(z) =sin3dz +3cos3z = V(z)=...

Die Funktion v(z) besteht aus zwei Summanden, deren Ableitung jeweils mit der Ket-
tenregel bestimmt wird. Dabei wurde die Ableitung des ersten Summanden sin 3z im
vorangehenden Abschnitt bereits als v'(z) = 3 cos 3z bestimmt. Bleibt noch der Sum-

mand 3 cos 3z.
h(xz) = 3 cos 3z



gle) =3z = g(z)=3
3cosg = h'(r) =—-3sing

h'(x) =¢'(x)-h'(g) =3-(—3sing) = —9sin 3z
Mit diesen Werten kénnen wir die Ableitung v/(z) bestimmen.

v(r) = sin3x + 3cos3x

V'(z) = 3cos3z — 9sin3z
Damit konnen wir die Produktregel nun endlich anwenden.

/(@) v(z) +u(z) - (z)

sin 3z + 3 cos 3x) + e - (3cos 3z — 9sin 3x)
sin 3x + 3 cos 3x + 3 cos 3z — 9sin 3z)

6 cos3z — 8sin3x) (5)

u'(x) -

= e
e’ (

f'(x) = e



0.7 DIFFRECH-07

Bestimmen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte der nachfolgenden Funktion!

f(z) = —22° + 182% — 487 + 38

Losung: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist das Nullwer-
den der ersten Ableitung der Funktion. Vorsorglich werden zunéchst die ersten beiden
Ableitungen gebildet.

f(r) = —22%+ 1822 — 48x + 38
f'(x) = —6x*+ 36z — 48
f'(x) = —12z+ 36

Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.

fllag) =0
—62% + 36z —48 = 0 | : (—6)
JIQE—6CL’E+8 = 0
xEl/Q = 3i\/32—8
Tpip = 3£1
T =2 Tpr =4

Zur Priifung, ob jeweils ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt, kommen zwei Verfahren in
Betracht:

1. Priifung mit zweiter Ableitung

2. Vorzeichenwechselkriterium der ersten Ableitung

Priifungsvariante 1: Mit Hilfe der zweiten Ableitung wird nun gepriift, ob jeweils
ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; = 2:

f"(xp) = f"(2)=—12-2+36=12>0 = Tiefpunkt bei xp = 2

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle zp; = 2. Dieser wird berech-
net:
yp = f(apm) = f(2) =—-2-2°+18 -2 — 48 - 2+ 38 = -2

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(2| — 2)




Untersuchung fiir xg; =4

f"(xp)=f"(4)=-12-44+36=-12<0 = Hochpunkt bei zgs = 4

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 4. Dieser wird berech-
net:
Ypo = f(Tm) = f(4) = —2-4° +18-4% —48 -4+ 38 =6

Ergebnis: | Hochpunkt H(4]6)

Priifungsvariante 2: Es wird mit dem Vorzeichenwechselkriterium der ersten Ablei-
tung gepriift.

Untersuchung fiir xg; = 2

f(1) = —6-12436-1—48=—18 <0
f(3) = —6-324+36-3-48=6>0

Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei g = 2

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xp; = 2. Dieser wird berech-
net:
yp1 = f(zp) = f(2) = —2-2° +18-22 —48.2 + 38 = -2

Ergebnis: | Tiefpunkt 7'(2| — 2)

Untersuchung fiir xgy =4

f'(3) = —6:-32436-3—-48=6>0
f'(5) = —6-52+36-5—48=-18<0
Vorzeichenwechsel von 4+ nach — = Hochpunkt bei 25y = 4

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 4. Dieser wird berech-
net:
Yp2 = f(zme) = f(4) = —2-4° +18-4* —48.4 438 =6

Ergebnis: | Hochpunkt H (4|6)




Anmerkung: Nachfolgend ist der Funktionsgraph dargestellt. Dieser gehort nicht zur
Aufgabenstellung, er soll die Aufgabe nur veranschaulichen.

y

Qo

@)

M

NO

P

o




0.8 DIFFRECH-07a

Bestimmen Sie alle Hoch-, Tief- und Wendepunkte der nachfolgenden Funktion!

f(z) = —22° + 182% — 487 + 38

Losung: Hoch- und Tiefpunkte:

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist das Nullwerden der
ersten Ableitung der Funktion. Vorsorglich werden zunéchst alle eventuell nétigen Ab-
leitungen gebildet.

flx) = —22%+ 182% — 48x + 38
f(x) = —62%+ 36z — 48
f'(x) = —12x+ 36
f(x) = —12
Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.
fleg) =0
—62% + 36z —48 = 0 | : (—6)

2% —6rp+8 = 0
$E1/2 = 3i\/32—8
ZEEl/Q = 3+£1
Tp1 =2 Tpr =4

Zur Priifung, ob jeweils ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt, kommen zwei Verfahren in
Betracht:

1. Priifung mit zweiter Ableitung

2. Vorzeichenwechselkriterium der ersten Ableitung

Priifungsvariante 1: Mit Hilfe der zweiten Ableitung wird nun gepriift, ob jeweils
ein Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; = 2:

() =f"(2)=-12-2+36=12>0 =  Tiefpunkt bei x5 =2

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x5, = 2. Dieser wird berech-
net:
ypr = flrp) = f(2) = —2-2° +18-22 —48 -2 +38 = —2

Ergebnis: | Tiefpunkt 7'(2| — 2)




Untersuchung fiir xg; =4

f"(xp1) = f"(4) =—-12-4+36=—-12<0 = Hochpunkt bei zp, =4

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 4. Dieser wird berech-
net:
Ypo = f(ope) = f(4) = —2-4> + 184> —48-4+38=6

Ergebnis: | Hochpunkt H(4/6)

Priifungsvariante 2: Es wird mit dem Vorzeichenwechselkriterium der ersten Ablei-
tung gepriift.

Untersuchung fiir xg; = 2:

F(1) = —6-12436-1—48=—18 <0
f(3) = —6-324+36-3-48=6>0

Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei g = 2
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xg; = 2. Dieser wird berech-

net:
ypr = f(zp1) = f(2) = —2-2°4+18-2° —48-2+38 = —2

Ergebnis: | Tiefpunkt 7'(2| — 2)

Untersuchung fiir xg; =4

f'(3) = —6-32+36-3—-48=6>0
f'(5) = —6-52+36-5—48=—-18<0
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei xg, =4

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x gy = 4. Dieser wird berech-
net:

Yme = f(Tpe) = f(4) = —2-4° +18 -4 —48 -4+ 38 =6
Ergebnis: | Hochpunkt H (4/6)

Untersuchung auf Wendepunkte:

f”<IW) — 0
—12zw 436 = 0 |—36
—12zy = —36 |:(—12)
Tw — 3

Zur Priifung, ob tatséichlich ein Wendepunkt vorliegt, kann die dritte Ableitung verwen-
det werden.
f"(3)=-12#0 = Wendepunkt bei xy = 3



Den zugehorigen Funktionswert yy liefert die Originalfunktion f(zw).

yw = f(zw) = =223 + 1873, — 48z +38 = —2-3% +18-3 —48 -3 +38 =2

Ergebnis: | W (3]2)

Anmerkung: Nachfolgend ist der Funktionsgraph dargestellt. Dieser gehort nicht zur
Aufgabenstellung, er soll die Aufgabe nur veranschaulichen.
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0.9 DIFFRECH-08

Bestimmen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgen-
den Funktion!
f(z) =2* —32° — 22+ 2

L6sung:
. fl@+h)— fz)
/ _
fix) = lim . (2)
((x+h)3—3(x+h)2—2(x—|—h)+2> — (23 — 32% — 22 + 2)
= lim (5)
h—0 h
_ oy (x+h)?>=3(x+h)?—2@+h)+2—23+ 322+ 2x — 2
5 h
_ 1 23 + 32%h + 3zh? + h3 — 32? — 6xh — 3h? — 22 — 2h — 23 + 32% + 22
T s h
. 32?h + 3zh? + h® — 6zh — 3h* — 2h
= lim (5)
h—0 h
. h-(32* +3zh + h* — 6z — 3h — 2)
= lim
h—0 h

= lim(32® + 3zxh + h* — 62 — 3h —2) (4)
h—0

= lim 3z% + lim 3zh + lim h? — lim 62 — lim 3k — lim 2
h—0 h—0 h—0 h—0 h—0 h—0
322 4+0+0—6x—0—2

fliz) = 32 —62—-2 (4)



0.10 DIFFRECH-09

Berechnen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden
Funktion!
flz)=2*—22° — 42+ 3

L6sung:
flz+h)— f(z)
/ _
fix) = lim . (2)
((x+h)3—2(x+h)2—4(x—|—h)+3> — (23 — 22% — 4x + 3)
= lim (5)
h—0 h
_ (x+h)? =2+ h)?—4(z+h)+3—2°+22% + 40— 3
5 h
_ 1 23 + 32%h + 3xh? + h3 — 22 — 4xh — 2h? — 4z — 4h — 23 + 22° + 4o
T s h
. 3x%h + 3zh? + h® — 4xh — 2h* — 4h
= lim (5)
h—0 h
. h-(32® 4+ 3zh + h* — 20 — 2h — 4)
= lim
h—0 h

= lim(32® + 3zvh + h* — 4z — 2h — 4) (4)
h—0

= lim 3z + lim 3zh + lim h? — lim 42 — lim 2h — lim 4
h—0 h—0 h—0 h—0 h—0 h—0
322 4+0+0—4r —0—4

fliz) = 3% —dz—4 (4)



0.11 DIFFRECH-10
Berechnen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte der nachfolgenden Funktion! (20 P.)

f(z) =2® — 92° + 242 — 18

Losung: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist das Null-
werden der ersten Ableitung der Funktion. Je nach Losungsvariante werden eine oder
zwei Ableitungen bendétigt. Die erste Ableitung wird gebildet.

flz) = 2°—92% + 242 — 18
fl(x) = 32> - 18z +24 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.
fllg) = 0
3%, —18zp+24 = 0 |:3
15 —6rp+8 = 0
Tpipp = 3EV9—-8
= 3x1

$E1:4 .TEQ:Q (5)

Lésungsvariante 1 (Priifung mit Vorzeichenwechselkriterium):

Untersuchung fiir xg; =4

F(3) = 3-32-18-3+24=-3<0
f(5) = 3-52—18-5+24=9>0

Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei zg; =4 (4)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x5, = 4. Dieser wird berech-
net:
yp1 = f(zp) = f(4) =4 — 9.4 +24 -4 — 18 = -2

Ergebnis: | Tiefpunkt 7'(4| — 2)| (2)

Untersuchung fiir xg; = 2

F(1) = 3:12-18-1424=9>0
f(3) = 3-32-18-3+24=-3<0

Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei zg2 =2 (4)



Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 2. Dieser wird berech-
net:

ype = flog) = f(2) =28 —-9-22+24.2-18 =2
Ergebnis: | Hochpunkt H(2|2)| (2)

Lésungsvariante 2 (Priifung mit zweiter Ableitung):
f"(z) =6x—18 (2)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob jeweils ein Hoch- oder Tief-
punkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; =4

f(xp1)=f"(4)=6-4—18=6>0 = Tiefpunkt bei 2z =4 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xg; = 4. Dieser wird berech-
net:
ypr = flop) = f(4) =4 —9-4° 424 .4 - 18 = -2

Ergebnis: | Tiefpunkt 7'(4| — 2)| (2)

Untersuchung fiir xgs = 2:

f"(xga) = f"(2)=6-2—18=—-6<0 = Hochpunkt bei xpy =2 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 2. Dieser wird berech-
net:
ypr = flop) = f(2) =2 —9-22424.2 - 18 =2

Ergebnis: | Hochpunkt H(2|2)| (2)




0.12 DIFFRECH-11

Bestimmen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte der nachfolgenden Funktion!

f(z) = 2® — 122* + 452 — 48

Losungsvariante 1: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist
das Nullwerden der ersten Ableitung der Funktion. Vorsorglich werden zunéchst die
ersten beiden Ableitungen gebildet.

flz) = 2® —122% + 452 — 48
fl(x) = 3224z +45 (3)
f"(x) = 6x—24 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.

fllag) = 0
315 —24rp+45 = 0 |:3
5 —8rp+15 = 0
Tpp = 4+V16—15
= 4+1
Tp1 =05 Tpe =3 (4)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann nun gepriift werden, ob jeweils ein Hoch- oder
Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; =5

["(@p)=f"(5)=6-5—-24=6>0 = Tiefpunkt bei zp1 =5 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x5, = 5. Dieser wird berech-
net:
yp1 = f(zp1) = f(5) =5 —12-5*+45-5 — 48 = 2

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(5]2) | (2)

Untersuchung fiir xg; = 3 :

["(xpe) = f"(3)=6-3—24=—-6<0 = Hochpunkt bei zp =3 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xpo = 3. Dieser wird berech-
net:
Yo = f(zp2) = f(3) =3°—12-3°4+45-3-48 =6

Ergebnis: | Hochpunkt H(3|6)| (2)




Losungsvariante 2: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist
das Nullwerden der ersten Ableitung der Funktion. Daher wird zunéchst die erste Ab-
leitung gebildet.

flz) = 2% —122% 4 450 — 48
fl(x) = 322 —24x 445 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zundchst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.

fllag) = 0
315 —24rp+45 = 0 |:3
v —8rp+15 = 0
Tpp = 4+V16—15
= 441
T =5 xge =3 (5)

Nun muss fiir jeden der beiden berechneten Kandidaten gepriift werden, ob jeweils ein
Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; =5

F(4) = 3-42-24-4445=-3<0
F(6) = 3:62—24-6+45=9>0

Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei zg; =5  (4)
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle zg; = 5. Dieser wird berech-
net:

ypr = flrp) = f(5) =5 —12-5% +45.5 - 48 =2

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(5]2) | (2)

Untersuchung fiir xgs = 3:

F(2) = 3:22-24-2445=9>0
F(4) = 3-42-24-4445=-3<0

Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei zg2 =2 (4)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 3. Dieser wird berech-
net:

Ypr = flrm) = f(3) =3"-12-32+45.3-48 =6
Ergebnis: | Hochpunkt H(3|6)| (2)




0.13 DIFFRECH-12

Berechnen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte der nachfolgenden Funktion! (20 P.)
flz)=—2*—62* — 9z — 1

L6ésung 1: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist das Null-

werden der ersten Ableitung der Funktion. Vorsorglich werden zunéchst die ersten beiden
Ableitungen gebildet.

flz) = —2°—62" — 92 —1
fl(r) = =32*—120 -9 (3)
f'(x) = —6x—12 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.
fllxg) = 0
313 —125—9 = 0 |:(=3)
i+ drp+3 = 0

IEI/Q = —24 \/4—3

[EE1:—1 $E2:_3 (4)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann nun gepriift werden, ob jeweils ein Hoch- oder
Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; = —1:
f"(xg)=f"(-1)=-6-(-1)—12=-6<0 = Hochpunkt bei zg; = -1 (3)
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle zp; = —1. Dieser wird be-

rechnet:
ypr = flep) = f(=1) = —(=1)> =6 (=1)*> =9 (1) —1=3

Ergebnis: | Hochpunkt H(—1[3)| (2)

Untersuchung fiir xg; = —3:

["(xpe) =f"(-3)=—6-(=3)—12=6>0 = Tiefpunkt bei gy = -3 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle zps = —3. Dieser wird be-
rechnet:

ypo = f(xm) = f(=3) = (=3 —6-(-3)*>-9-(-3) —1=—1

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(=3| —1)| (2)




Lésung 2: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Extrempunkten ist das Null-
werden der ersten Ableitung der Funktion. Daher wird zunéchst die erste Ableitung
gebildet.

fx) = —2°—62°> 92 —1

fllz) = 32> —122-9 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zunéchst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.
flzp) = 0
373, —125—9 = 0 |:(=3)
5 +4rp+3 = 0

:L‘El/2 = —Qi\/4—3

l’El:—l $E2:_3 (5)

Nun muss fiir jeden der beiden berechneten Kandidaten gepriift werden, ob jeweils ein
Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; = —1:
f(=2) = =3-(-2)?2-12-(-2)-9=3>0
f(0) = =3-0°-12:0-9=-9<0
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei g1 = -1  (4)
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xp; = —1. Dieser wird be-

rechnet:
ym = flzm) = f(=1) = (=1’ =6 (-1)* =9 (-1) = 1=3

Ergebnis: | Hochpunkt H(—1|3)| (2)

Untersuchung fiir xg; = —3:
fl(—4) = =3 (42 -12-(-4)-9=-9<0
f(=2) = =3-(-2)?-12-(-2)—-9=3>0
Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei xps = -3 (4)
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgy = —3. Dieser wird be-

rechnet:
Ypo = f(xm) = f(=3) = —(=3)*—-6-(-3)*—-9-(-3) —1=—1

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(=3| —1)| (2)




0.14 DIFFRECH-13
Gegeben ist die nachfolgende Funktion f(z).

f(z) = 2* — 82 4 1822
Untersuchen Sie die Funktion auf:
1. Extrempunkte
2. Wendepunkte

und skizzieren Sie den Funktionsgraphen!

LOsung:
Extrempunkte:

Fiir den weiteren Fortgang werden die ersten drei Ableitungen benétigt.

fl(x) = 4a® — 242% + 362
f"(x) = 122* — 48z + 36
f"(x) = 24z — 48

Notwendige Bedingung fiir Extrema ist Nullwerden der ersten Ableitung.

fee) =
4a%, — 24x% + 361y =
vp - (4o — 24xp + 36) =
Tp1 =
4o, — 24w + 36 =
rh — 6xp +9

Te2/3 =

W Ww O O O o o O

Tp2 =

Was ist bei g = 07

f"(0)=36>0 = Tiefpunkt bei x5, =0

yr = f(zr) =0

Tiefpunkt: 7°(0]0)

Was ist bei xgy = 37

f"(3) =108 —144+36 =0 = Keine Aussage moglich!



Diese Methode fiihrt zu keiner Aussage, wir miissen also die andere verwenden.

f1(2) = 32-96+72 =8 > 0
f/(4) = 256—384+144 = 16 > 0

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, daher handelt es sich um einen Sattelpunkt.

ys = f(xs) =81 — 216 + 162 = 27

Sattelpunkt: S(3|27)

Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte ist Nullwerden der zweiten Ableitung.

faw) = 0
1223, —48xw +36 = 0 |:12
zy, —4rw +3 = 0
Twip = 2EV4-3
Twip = 2=+1

iL‘lel .’L'W2:3

Was ist bei xy = 17

(1) =24-1-48=-24#0 = Wendepunkt bei zy; =1

yw1 = flow) =1"=8-13+18-12=1-8+18 =11

1. Wendepunkt: Wy (1]11)

Was ist bei zyo = 37

f"(3)=24-3—-48=24+#0 = Wendepunkt bei xy, = 3

ywz = flaws) =3 —8-3% + 18- 3% =81 — 216 + 162 = 27
Dieser Wendepunkt ist identisch mit dem bereits bestimmten Sattelpunkt!

2. Wendepunkt: W5(3]27)




Skizze:

|

o
D

\

[\

D

./




0.15 DIFFRECH-14
Berechnen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte der nachfolgenden Funktion! (20 P.)

f(z) = —2° + 927 — 152 + 2

Losung 1:
Notwendige Bedingung fiir Extremstellen ist das Null-Werden der ersten Ableitung.
flz) = —23+4 922 — 15z + 2
fl(x) = =322+18z—15 (3)
f'(x) = —6r+18 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zunichst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.

fleg) = 0
322+ 182—15 = 0 |1 (=3)
w2 —6x+5 = 0
.CCEl/Q = 3:&\/9-5
Z'El/g = 3&%2
ZEElz]_ ZL’E2:5 (4)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann nun gepriift werden, ob jeweils ein Hoch- oder
Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; =1

f(xp)=f"(1)=—-6-1+18=12<0 = Tiefpunkt bei zz; =1 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x5, = 1. Dieser wird berech-
net:
ypr = flzm) = f(1)=-1°+9-1>-15-1+2= -5

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(1| — 5)| (2)

Untersuchung fiir xgz =5

f(xme)=f"(5)=-6-5+18=—-12>0 = Hochpunkt bei zg, =5 (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 5. Dieser wird berech-
net:
yp2 = f(zp2) = f(1) = =5°+9-5" —=15-5+2 =27

Ergebnis: | Hochpunkt 7°(5/127) | (2)




Losung 2:

Notwendige Bedingung fiir Extremstellen ist das Null-Werden der ersten Ableitung.

flz) = —23+92% — 150+ 2
fl(x) = =322 +18z—15 (3)

Mit der ersten Ableitung werden zundchst Kandidaten fiir Extrempunkte gesucht.

f'leg) = 0
322+ 182 —15 = 0 |2 (=3)
w2 —6x+5 = 0
.ClZEl/Q = 3i\/9—5
.Z'El/g = 3%2
ZEElz]_ $E2:5 (5)

Nun muss fiir jeden der beiden berechneten Kandidaten gepriift werden, ob jeweils ein
Hoch- oder Tiefpunkt vorliegt.

Untersuchung fiir xg; =1

f(0) = =3-0°+18-0—-15=-15<0
f(2) = =3:22418-2—-15=9>0
Vorzeichenwechsel von — nach + = Tiefpunkt bei zg; =1  (4)
Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x5, = 1. Dieser wird berech-

net:
ypr = flep) = f(1) = —1°4+9-1> - 15-1+2= -5

Ergebnis: | Tiefpunkt T'(1| — 5)| (2)

Untersuchung fiir xgz =5

fl4) = —3-4°418-4-15=9>0
F1(6) = —3-624+18-6-15=—15<0
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei zgs =5 (4)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x gy = 5. Dieser wird berech-
net:

yp2 = f(zp2) = f(5) = =5° +9-5" = 15-5+2 =27
Ergebnis: | Hochpunkt H(5|27)| (2)




0.16 DIFFRECH-15

Geben Sie die erste Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =22°% — 32 + 2" — 3e* + 4x

b)
2 2
f(z) = - 3z

c)

flz) = (22 =7
d)
222 —b5x — 5

fle) = 2 +1

e)



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.

f(z) = 22%—32% + 2" — 3e* + 4z
fl(x) = 122° — 62 + 2" + 4

b) Zur Loésung formt man den Bruch in der Funktion zweckméBigerweise in die Po-
tenzschreibweise um.

2
f(z) = = —32% = 227" — 327
x

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.
F(x) = (2a% = 7Y
Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

gx)=222 -7 = J(v)
flg)=4g" = f'(9)

Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:

(@)= f(g9) ¢ (x)=T7¢° 4z =28z (22> - 7)° (5)

4x
74"

d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

22 —bxr—5

1) 2 +1

Ich schreibe zunédchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.

u(zr) =22 —5r—5 = u(r)=4x—5
v(z)=2*+1 = V'(z) =2z



Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

u'(z) - v(x) —u(z) - v'(x)

/

fx) = 2(2)
4z —-5)-(2*+1)— (22 =5z —5) -2z
N (22 4+ 1)2
4?4 4x —ba? — 5 — 42° + 102% + 10z
B (22 4+ 1)2

2
@) = 2o )

e) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(z) = e - sinz
Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.

u(x) = e = u(r)=...
v(z) =sinz = v'(r) =coszx

Zur Bestimmung von u/(z) bendtigen wir die Kettenregel.
g(x) =cosz = ¢ (r)=—sinx
ed = u(g)=¢e’
u'(z) =14'(g9) ¢ (x) =€ - (—sinz) = —e*®" - sinx
Damit konnen wir die Produktregel anwenden.

fl@) = (z)-v(@) +ulz) - v'(z)

__coszx cosx

= e -sinz -sinx + e - COS T

fl(x) = e (—sinx +cosz) (5)



0.17 DIFFRECH-16

Geben Sie die erste Ableitung der Funktionen an!

a)
f(z) =22° — 62 — 3" + 4e* — 3x
b)
f(z) =52 — ;
c)
fla) = (32" —2)°
d) 2
Fa) = 2 x; i:v;— 4
e)

f(z) =" . cosx



Losung:

a) Losung mit Summenregel, Potenzfunktion, e-Funktion.

f(z) = 22° —62% — 3e” + 4e* — 3z
fl(x) = 102" — 127 — 3e" — 3

b) Zur Loésung formt man den Bruch in der Funktion zweckméBigerweise in die Po-
tenzschreibweise um.

3
f(z) =52? — —=52% — 327!
T

Jetzt kann die Funktion mit Summenregel und der Potenzfunktion als Grundfunktion
abgeleitet werden.

f(z) = bax?—3zx71

3
fl(x) = 10x+3272 = 102+ — (5)
x

c) Die Ableitung erfolgt zweckméBigerweise mit der Kettenregel.

fl@) = (32* = 2)°

Wir bilden innere und duflere Funktion sowie deren Ableitungen:

g(r) =322 -2 = J(v)
flg) =¢° = f'(9)

Mit der Kettenregel ergibt sich die 1. Ableitung:

6x
6g°

f'(x) = f'(g) - ¢'(x) = 6g° - 62 = 362 - (32> = 2)° (5)
d) Es handelt sich um einen Bruch; daher muss die Quotientenregel verwendet werden.

_2x2—3x+4

x2 -2

/()

Ich schreibe zunéchst Zéhler- und Nennerfunktion auf sowie deren Ableitungen.



Diese Ergebnisse setzen wir ein und bestimmen f'(z).

u'(z) -v(x) — ufz) - v'(z)

fz) = 2(2)
(4o —3) - (22 —2) — (22* — 3w +4) - 2z
- (22 — 2)2
B 4r3 — 8z — 31® + 6 — 42° + 622 — 8z
B (? —2)?
3z% — 16z + 6
@) = T O

e) Hier handelt es sich um ein Produkt, also kommt die Produktregel zu Einsatz.
f(z) = e . cosx
Ich schreibe die Faktoren sowie deren Ableitungen auf.

u(z) = e = J(x)=...
v(z) =cosz = V(r)=—sinx

Zur Bestimmung von u/(z) benotigen wir die Kettenregel.

g(x) =sinz = ¢'(z) =cosz
ulg)=e¢ = ul(g)=¢

sin x

u'(z) = (g9) ¢ () =e?-cosw = e - cosx
Damit konnen wir die Produktregel anwenden.
f@) = u(z)-v(z) +u(z) v'(z)
= 7. cosz-cosT + M. (—sinx)

fl(x) = ™. (cos’x —sinx) (5)

sin x



0.18 DIFFRECH-17a

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.19 DIFFRECH-17b

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

\\\ )

'/

.

£




0.20 DIFFRECH-17c

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.21 DIFFRECH-17d

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

f/




0.22 DIFFRECH-17e

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

| _~]

e




0.23 DIFFRECH-17f

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)




0.24 DIFFRECH-18a

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.25 DIFFRECH-18b

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

N

\ |\

I




0.26 DIFFRECH-18c

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.27 DIFFRECH-18d

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

y
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0.28 DIFFRECH-18e

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

|

i

f/




0.29 DIFFRECH-19a

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.30 DIFFRECH-19b

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

Al

f/




0.31 DIFFRECH-19c

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.32 DIFFRECH-19d

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)




0.33 DIFFRECH-20a

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.34 DIFFRECH-20b

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

" /TN




0.35 DIFFRECH-20c

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

0.36 DIFFRECH-20d

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefdhren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)




0.37 DIFFRECH-20e

Nebenstehend ist der Funktionsgraph ei-
ner Funktion f(z) dargestellt. Skizzie-
ren Sie in dem Diagramm den un-
gefahren Verlauf der Ableitungsfunktion

f'(x)!

Ein Mafistab ist an den Achsen nicht er-
kennbar. Das Raster dient lediglich dazu,
die Skizze besser mit dem gegebenen Gra-

phen in einen Zusammenhang bringen zu
konnen. (10 P.)

[\
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0.38 DIFFRECH-21a

Geben Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(e 5 P.)

a)
flx) =32 b2 + 7~ -3
b)
1
flz) = pocs
c)
f(z) = (3z —5)*
d)
flx)=5-(32" — 52> + 22 — 1)
Losung:
a)
flx) = 325 bt 4+ 72—z -3
f'(z) = 1825 — 2023 —1
f"(x) = 90x* — 602>
b)
1 _
flx) = s = 77
/ —4 3
fl(z) = =3z* = =
12
f"(z) = 1227° = =
c)
f(x) = (Bx—5)? = 92° — 30z +25
Fle) = 18¢—30
() = 18
d)
f(x) = 5-(323 52> +2x—1) oder: 152% — 2522+ 10x —5
f'(x) = 5-(922 — 10z + 2) oder: 4512 — 50z + 10
f’(x) = 5-(18x —10) oder:  90x — 50



0.39 DIFFRECH-21b

Geben Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(e 5 P.)

a)
flx)=a"—da® + oz — ¢ +3°
b)
2
fl@)=—>
c)
flx) =2z —5)  (2*+1)
d)
flz)= (22" — 42 + 8z — 1) - 2
Losung:
a)
flx) = 2" —dad+ 2 —e3+33
fl(x) = 72%—202*+1
f"(x) = 4225 —802°
b)
o) = 5 = 2
) = s =
f"(z) = 4027¢ = g
c)
flx) = (2z—5)-(22+1) = 22° -5 +22x -5
f'(z) = 62°—10x+2
f"(z) = 12z —10
d)

flz) = (22 —42>+8x—1)-2 oder: 4z* —8x? + 16x — 2
f'(x) = (82 —8x+38)-2 oder: 1623 — 16z + 16
f"(x) = (242 —8)-2 oder: 48z% — 16



0.40 DIFFRECH-21c

Geben Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(je 5 P)

a)
f(z) =32° — 22° +0,52° +2e* — 7 - x
b)
3
fl@)=—
c)
fla) = (2% = 5z) - (2* = 3)
d)
f(z) =4-(052" — 42 + 2 — 5)
Losung:
a)
flx) = 328 —223+0522 +2e* —7-x
fl(x) = 182° —62*+z—7
f"(x) = 90z* — 12z + 1
b)
3
flz) = ey = 327?
/ _ 9 -4 _ 9
flle) = =97 = ——
36
_ -5 _
f'(x) = 36x =
c)
flz) = (2°=5ba)-(2* = 3)
= 2°—32® — 523 + 157
= z° —8z% + 15x
f'(x) = bHxt—242? + 15
f(x) = 202 — 48z
d)
flx) = 4-(052* —42® +x —5) oder: 2z*— 1623 + 4z — 20
flx) = 4-(22%—122* +1) oder: 8z% —48z% + 4
f"(x) = 4-(62%— 24x) oder: 24x? — 96z



0.41 DIFFRECH-21d

Geben Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(je 5 P)

a)
f(z) =0,1252° — 042° + 7 -2 + 3¢ — 2
b)
fl@) =55
c)
f(z) = (22° — 4x) - (32* + 61)
d)
20% — 62* 4+ 3z — 1
fla) = L
3
Losung:
a)
flx) = 0,1252°% — 0,42° + 7-2° + 3e* — x
f'(x) = 2" —22* +3m2® -1
f"(x) = 72%—8x®+ 6mx
b)
1 1
_ - _ .3
flo) = -t =
4
45
f'(z) = 4x = 3
c)

flx) = (22% —4x) - (32% + 62)
62* + 122% — 1223 — 2422
62* — 2422

f'(x) 2423 — 48x

f"(z) = T72x*—48



d)

223 — 622 +3x — 1

3
6x2 — 122+ 3
3

122 — 12

3

oder:

oder:

oder:

2
3 _9 2_|_ _
337 x X 3

202 —4x + 1

4o — 4



0.42 DIFFRECH-21e

Geben Sie die erste und die zweite Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(je 5 P)

a)
3
f(z) =042 — 7—1—2#9172 —r—et+1
b)
2
fl@) =3
c)
(@) = (22° — 32)?
d)
3 _1 2 6
f(z) =222 + 5275 — 3
Losung:
a)
223
flx) = 04z° — ?+27m2 —z—e*+1
fl(x) = 22* —22% + 47z — 1
f"(x) = 8a%—dx+4rw
b)
2 2
flx) = 5—%42 = 3374
_ -3 _
S
fie) = 57 = g
c)
flx) = (222 — 3z)? = 4z — 1223 + 922

f'(x) = 162 — 362+ 18z
) = 48z* — T2z + 18



d)

273 4+ 5r~5 — 5;56
1 5

3r2 — gm’% — 4a°

3 . 20

SR g - 204



0.43 DIFFRECH-21f

Geben Sie die erste Ableitung der nachfolgenden Funktionen an!
(je 5 P)

a)

f(z) =32° —52° + 20 — 1

b)

f)

Losung:

flx) = 32°—5x3 420 —1
f'(x) = 162* — 1522 +2
b)
f(x) sin T
€T ==
u(r) =sinz = u’(xx) = CcoS¥
ve)=z = v(r)=1
fla) = u'(z) - v(z) —u(z) - v'(z)
2
_ (cosx)- IU— 137 sin x
- 2
£(x) x-cosxfsinx
€T =

2



d)
f(x)
u(r) = 22
v(x) = cosz

f'()
f'(z)

44

f(x)
g(z) = 2* + 3z
f(g)

/(@)
f'(x)

_eg

1 R A A |

2x - cosx + x* -

2. (—sinx)

2¢-cosx — a2 -sinx

| T T3

€x2+3:13

g (x) =2x+3
f'(g) =¢f
f'(9)-9'(x)

ed - (2z + 3)
€x2+3:c . (2:13 + 3)



f)

f(x)
u(z) =a?+2x+1
v(z) =2% —2x+1
f'(x)
/()

2?4+ 2x+1

|

u'(x) =2z + 2

u'(zr) =2x—2

u'(z) - v(x) —u(z) - v'(x)

(2x +2) ?x(fl 20+ 1) — (2*+ 22+ 1) (22 —2)

(22 — 22+ 1)°
2% — 22? — 20 + 2 — (223 + 22% — 21 — 2)
(22 — 2z +1)°
203 — 202 — 20+ 2 — 223 — 222 + 20 + 2
(22 — 2z + 1)
—4x* + 4
(22 — 224 1)
—4-(22-1)
(22 — 2z +1)°
—4-(x+1)-(z—-1)
(z = 1)1
dr +4
(z —1)°




0.44 DIFFRECH-22a

Leiten Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden

Funktion her!

(20 P.)

flx)=(z+3)(bxr —2)

Loésung 1: Zunéchst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

fx)=(x+3)- 50 —2) =52 —22+ 150 —6 =52 +13x — 6 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden.

f'(x)

f'(x)

o F@ ) — f(@)

(2)

h—0 h
(5(90 Y R)? 4 13(x + h) — 6) — (522 + 13z — 6)
lim (5)
h—0 h
. 5(2*+2xh+h*) + 132+ 13h — 6 — 522 — 132 + 6
lim
h—0 h
i 522 4+ 10zh + 5h? + 132 + 13h + 5 — 52?2 — 132 + 6
hli% h
. 10xzh + 5h% + 13h
lim
h—0 h
. h-(10x 4+ 5h + 13)
lim
h—0 h

lim (102 + 5h 4+ 13)  (5)
h—0

lim 10z + lim 5A + lim 13
h—0 h—0 h—0

10z 40413
10z 4+ 13 (5)

L6ésung 2: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

fx)=(x+3) -5z —2)=52"—22+ 150 —6 =5+ 13x — 6 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden, zunéchst fiir die Sekantensteigung mg.



flx+h) = f(x)

ms = h (2)
<5(x Y R)? 4+ 13(a + h) — 6) — (522 + 13z — 6)
= 7 (5)
 5(a2+2zh+ h2) 4+ 132 4+ 13h — 6 — 522 — 132 + 6
B h
52?4+ 10zh 4 5h* + 132 4+ 13h 4+ 5 — 52> — 132 + 6
B h
~ 10zh + 5h* + 13h
- h
_ h-(10z + 5h + 13)
B h

mg = 10z +5h+13 (5)

Jetzt kommt die Tangentensteigung als Grenzwertiibergang mit h — 0:

mr = 10x+5-04+13
fl(x) = 10z+13 (5H)



0.45 DIFFRECH-22b

Leiten Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden
Funktion her! (20 P.)

f(z) =3z-(5x —2) —4- (v + 3)

Losung 1: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.
fx)=3c- (52 —2) —4- (v +3) = 152% — 62 — 4z — 12 = 152% — 10z — 12 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden.

[z +h) - f(x)
h

f'(z) = lim

h—0 (2)
(15(x 4 R)? —10(z + h) — 12) — (1522 — 10z — 12)
= lim (5)
h—0 h
iy 150 4 20 4 B) — 102 — 10h — 12 — 152% + 10z + 12
— h
_ iy 1577 4 30zh + 15k — 102 — 10h — 12 — 1527 + 102 + 12
— h
_30zh + 152 — 10h
= lim
h—0 h
_ h- (302 + 15k — 10)
= lim
h—0 h
= lim(30z + 15h — 10) (5)
h—0

= lim 30z + lim 15h — lim 10
h—0 h—0 h—0
= 30z +0-10
f'(x) = 30x—10 (5)
Losung 2: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.
f(x) =3z -5z —2) —4-(x+3) = 152> — 62 — 4w — 12 = 152> — 10z — 12 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden, zunéchst fiir die Sekantensteigung myg.



flx+h) - fx)

ms = h (2)
(15(:c Y R)? —10(z + h) — 12) (1522 — 10z — 12)
= ; (5)
_15(2? + 2zh + h?) — 10z — 10h — 12 — 1522 + 10z + 12
B h
1522 4 30xh + 15h% — 102 — 10h — 12 — 152 + 10z + 12
B h
_ 30xh + 15h* — 10h
B h
_ h-(30z + 15k — 10)
B h

ms = 30x+ 15h—10 (5)

Jetzt kommt die Tangentensteigung als Grenzwertiibergang mit h — 0:

my = 30z+4+15-0—-10
fi(x) = 30x—10 (5)



0.46 DIFFRECH-22c

Leiten Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden
Funktion her! (20 P.)
flz) = (20 -1)-(z+2)

Losung 1: (fehlt noch)

L6ésung 2: Zunéchst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.
f@) =Rz 1) - (z+2)=22"+42 -2 —-2=22"+3x -2 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden, zunéchst fiir die Sekantensteigung mg.

flx+h) = fx)

ms = h (2)

(2(.7:+h)2+3(.7:+h)—2>—(2.:1:2+3.7:—2)

- - )

~ 2(z®+2zh+Rh?) + 3z +3h — 2 — 227 — 3w + 2

B h

_ 22® +4xh 4207 +3x+3h—2—22° — 3z 42

B h

_ 4xh +2h* + 3R

N h

 h-(4z+2h+3)

N h

ms = 4x+2h+3 (5)

Jetzt kommt die Tangentensteigung als Grenzwertiibergang mit h — 0:

mp = 4r+2-0+3
filz) = 4e+3 ()



0.47 DIFFRECH-22d

Leiten Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der nachfolgenden

Funktion her! (20 P.)

flx)=2z—-1)-x+2

Lésung: Zunichst wird die Funktionsgleichung vereinfacht.

f@)y=02rv—1)-z+2=22"—-x+2 (3)

Mit dieser vereinfachten Funktionsgleichung kann nun der Ansatz mit dem Differenzen-
quotienten gemacht werden, zunéchst fiir die Sekantensteigung mg.

flx+h) - fx)

2
)@
(2(x+h)2—(:z:+h)+2)—(2x2—x+2)
. 5)
2(x* +2zh+h?) —x —h+2—222 + 2 — 2
h
202 +4xh+2h* —x —h+2— 222+ 2 — 2
h
4xh +2h? — h
h
h-(4x +2h —1)
h

Az +2h—1 ()

Jetzt kommt die Tangentensteigung als Grenzwertiibergang mit h — 0:

mr = 4rxr+2-0—1
flla) = dz=1 (5)



0.48 DIFFRECH-23

Ein Stein wird mit der Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht nach oben geworfen. Er
verldsst in der Hohe hq iiber dem Erdboden zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Hand des Werfers.
Die aktuelle Hohe h des Steines beschreibt die Funktion fiir den senkrechten Wurf:

1
h(t):’ljot—§gt2+h0

Hierbei ist hg = 2m, g = 10 5 und vy = 10 7. Die Ableitung der Hohe nach der Zeit ist
die Momentangeschwindigkeit des Steines:

u(t) = % = h*(t)!

1. Welche Hohe erreicht der Stein maximal?
2. Mit welcher Geschwindigkeit schldgt der Stein auf dem Boden auf?

(20 P.)

Losung: Zunichst werden die bekannten Werte in die Funktionsgleichung eingesetzt.

1
h(t) = vo-t—é-g-t2+h0
m m
h(t) = 10—-t—§-10—2-t2+2m | zusammenfassen
S 8

m m
h(t) = 10—-t—5—-t*+2m
S S

Losungsteil 1: Die grofite Hohe des Steines stellt einen Hochpunkt der Funktion
dar. Zu dem Zeitpunkt, an dem der Stein diesen Punkt erreicht, muss daher die erste
Ableitung (seine Geschwindigkeit) gleich Null sein.

het) = 1021024
<>_ S_ SQ'

m m m
0 = 10——10~-t [+10t
S S S

02t = 102 (102
2 s ’ 52
t = 1s

Da es sich bei der Funktionsgleichung um eine Quadratische Funktion handelt, ist der
Funktionsgraph eine Parabel. Der Koeffizient des Quadratischen Term ist negativ, die

'Heift die Variable, nach der abgeleitet wird, nicht  sondern ¢, dann kennzeichnet man die Ableitung
nicht mit einem Strich, sondern mit einem Punkt.



Parabel ist also nach unten getffnet. Daher hat die Parabel nur einen einzigen Hoch-
punkt als Extremum (der Scheitelpunkt der Parabel). Auf eine Priifung mit dem Vor-
zeichenwechselkriterium kann mit dieser Begriindung verzichtet werden.?

Nach einer Sekunde hat der Stein also seinen hochsten Punkt erreicht. Da die konkrete
Hohe gefragt ist, muss dieser Wert in die Funktionsgleichung eingesetzt werden.

m m
h(t) = 10—-t—5—-t*+2m
S S

m m
B(ls) = 10—-1s—5- (1)’ +2m

S
1I0m—5m+2m
hE = 7m

Ergebnis: | Der Stein fliegt maximal sieben Meter hoch (iiber dem Erdboden).

Losungsteil 2: Jetzt ist die Aufprallgeschwindigkeit auf den Boden gesucht. Dazu
wird zunéchst der Zeitpunkt des Auftreffens bestimmt. Da der Boden sich auf der Hohe
Null befindet, werden die Nullstellen der Funktion berechnet.

m m
h(t) = 10—-t—5—-t*+2m

s s2
m m m
0 = 55 2+10—-t+2m |:<—5—2>
s s s
0 = t?—2s-t—0,4s>
tl/g = 1ls=x 182—|—0,482
= 1s+4/1,48?
tip ~ ls41,183s

ty =~ 2,183s to ~ —0,183s

Das (negative) Ergebnis fiir o entféllt. Das war zeitlich noch vor dem Wurf. Wir miissen
also mit t; ~ 2,183 s weiter rechnen.

Da die Geschwindigkeit (auch die Aufprallgeschwindigkeit) die Ableitung der Hohe nach
der Zeit ist, muss der gefundene Wert nur noch dort eingesetzt werden.

m m
(%1 :h.(t1> = 10g_1os_2t1

Q

m m
10 — — 10 — - 2,183
S S

m
n ~ —11,83—
S

2 Achtung! Ohne diese oder eine &hnliche Begriindung ist die Priifung auf Hoch- und Tiefpunkte
allerdings unverzichtbar!



Wir erhalten eine negative Geschwindigkeit. Das liegt daran, dass wir den Weg in Rich-
tung oben (und damit auch die Geschwindigkeit nach oben) als positiv definiert haben.
Der Stein fallt aber nach unten. Als Wert fiir die Praxis interessiert uns aber nur der
Betrag der Geschwindigkeit.

Ergebnis: | Der Stein trifft mit einer Geschwindigkeit von etwa 11,83 % auf den Boden.




0.49 DIFFRECH-24

Eine Kinderrutschbahn hat die Form eines Polynoms
3. Grades. Die zugehorige Funktionsgleichung lautet: y

F(z) = —0,24% + 0,927 + 0,2 A

Die Funktionsgleichung gilt fiir die Einheit Meter.

Die Rutschbahn hat oben am Startpunkt A der
Rutsche einen Hochpunkt. Rechts vom Hochpunkt

sind Treppenstufen eingebaut, damit die Kinder zum E
Startpunkt hochklettern konnen. Es wird also auf der
rechten Seite nach A hinaufgeklettert, und gerutscht
wird dann von Rutschbahnanfang A nach links zum
Rutschbahnende F hinunter. (ges.: 40 P.)

1. In den Sicherheitsvorschriften unter DIN 1176 steht:

Die Seitenwangen miissen entlang der Rutschstrecke fortlaufen: bis 1,5m
Rutschenhdhe mindestens 10 cm hoch, bis 2,5 m Rutschenhohe mindes-
tens 15 cm und diber 2,5m Rutschenhdéhe mindestens 50 cm hoch.

Berechnen Sie die Hohe des hochsten Punktes (Punkt A) der Rutsche iiber dem
Erdboden und legen Sie die erforderliche Seitenwangenhéhe fest! (19 P.)

2. Weisen Sie durch eine Rechnung nach, dass das Rutschenende bei E waagerecht
auslauft! (5 P.)

3. In den Sicherheitsvorschriften unter DIN 1176 steht:

Der Abstand vom waagerechten Auslaufteil zum darunterliegenden Boden
sollte mazimal 35 cm betragen.

Priifen Sie durch eine Rechnung die Einhaltung dieser Bestimmung nach! (5 P.)

4. Nach den Sicherheitsbestimmungen in DIN 1176 darf der Gefillewinkel an Kin-
derrutschbahnen nirgendwo grofler als 60° sein. Priifen Sie durch eine Rechnung

nach, ob diese Bedingung an der steilsten Stelle der Rutschbahn eingehalten wird!
(11 P.)

Losung:
Teil 1 (Rutschenhdhe): Zunichst werden alle eventuell nétigen Ableitungen der

Funktion bestimmt. Sie lauten:

f/(ZE) —0,6'$2+1,8'$ (2)
f'@) = —122+18 (2)
ey = —12 2)



Notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt ist Nullwerden der ersten Ableitung.

f'(xg) = 0
—06-22+18-2p = 0 |:(-0,6)
72 —3zp = 0 | (zp ausklammern)

Es gibt einen Lehrsatz, der besagt:
Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Der linke Faktor zg liefert sofort die Losung: xg; = 0
Die zweite Losung liefert der Klammerausdruck.

=3 (2

TE2

Der Wert xg; = 01ist der Auslauf im Punkt E links unten. Daher muss fiir g untersucht
werden, ob tatsdchlich ein Hochpunkt vorliegt. Dies kann beispielsweise mit der 2.
Ableitung oder mit dem Vorzeichenwechselkriterium der 1. Ableitung gemacht werden.

Untersuchung fiir xg; = 3 :

Mit 2. Ableitung:
f"(3)=-12-3+18=-18<0 = Hochpunkt bei rp =3

Alternativ mit Vorzeichenwechselkriterium:

F(2) = —06-22+1,8-2=12>0
F4) = —06-42+1,8-4=-24<0
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei xgs =3  (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle x gy = 3. Dieser wird berech-
net:
Ypa = f(2m) = f(3) = —0,2-3°+0,9-324+0,2=29

zusammengefasst: Hochpunkt A(3]2,9) (3)

Ergebnis: Die hochste Stelle der Bahn bei A liegt 2,90 m iiber dem Boden. Da das mehr
als 2,5m ist, muss die Seitenwangenhthe nach DIN 1176 mindestens 50 cm betragen.

(2)

Teil 2 (Waagerechter Auslauf): Das Rutschenende liegt in E bei 21 = 0. Im Teil
1 wurde schon gezeigt, dass f'(x) hier eine Nullstelle hat, die Steigung also Null ist
und die Funktion daher dort waagerecht verlduft. (5)

Alternativ kann man auch den Wert der Ableitung dort ausrechnen:

f(0)=-06-0°+18-0=0



Teil 3 (Abstand vom Boden): Der Rutschenauslauf liegt bei g = 0. Den Abstand
vom Boden liefert der Funktionswert dort.

h=f(0)=-02-0°+09-0°4+02=0,2 (3)

Ergebnis: Der Rutschenauslauf liegt 0,2m oder 20 cm iiber dem Erdboden. Damit liegt
er unter dem hochstzuldssigen Wert von 45cm.  (2)

Teil 4 (maximale Steigung): Die steilste Stelle liegt im Wendepunkt. Zur Wen-
depunktbestimmung muss die zweite Ableitung Null sein.

f”<xW) — O
12zw+18 = 0 - 18
—12zy = —18 |:(=12)

Mit diesem x-Wert kann die Steigung an der steilsten Stelle berechnet werden:

flew) = —0,62% + 1,82y
= —0,6- 1,52—1—1,8~ 1,5
f’(1,5) = 1,35 (3)

Hieraus wird der zugehorige Steigungswinkel berechnet.

tanp = 1,35 |arctan. ..
¢ = arctan1,35
© ~ 5347° (3)

Ergebnis: Dieser Winkel ist kleiner, als die zuléssigen 60°, die Rutschbahn liegt demnach
im erlaubten und damit gefahrlosen Bereich.  (2)



0.50 DIFFRECH-25a

Eine Kinderrutschbahn hat die Form eines Polynoms
4. Grades. Die zugehorige Funktionsgleichung lautet: y

f(z) = —0,12* + 0,42° A

Die Funktionsgleichung gilt fiir die Einheit Meter.
Die Rutschbahn hat oben am Startpunkt A der
Rutsche einen Hochpunkt. Rechts vom Hochpunkt
sind Treppenstufen eingebaut, damit die Kinder zum
Startpunkt hochklettern konnen. Es wird also auf der
rechten Seite nach A hinaufgeklettert, und gerutscht
wird dann von Rutschbahnanfang A nach links zum
Rutschbahnende E hinunter.

1. Weisen Sie durch eine Rechnung nach, dass links unten im Auslauf £ (im Koor-
dinatenursprung) die Rutschbahn waagerecht endet, die Bahn also ungefihrlich
auslauft.

2. Berechnen Sie die Hohe des hochsten Punktes (Punkt A) der Rutsche iiber dem
Erdboden!

(20 P.)

Losung: Auf jeden Fall wird die Ableitung der Funktion benotigt. Sie lautet:
fl(z) = —01-4-2°+04-3-2°
fl(z) = —04-2°+1,2-22 (5)

Teil 1: Ein waagerechter Auslauf am Rutschenende E bedeutet eine Ableitung
mit dem Wert Null im Koordinatenursprung (bei £).

flx) = =04 2341222
F(0) = —04-0°+1,2-02
f) =0

Ergebnis: | Der Auslauf verlduft waagerecht, weil f/(0) = 0ist.| (1)

Teil 2: Notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt ist Nullwerden der ersten Ab-
leitung.

f'(xg) = 0
—04-2%+12-2% = 0 |:(-04)
T — 3z 0 | (2% ausklammern)
zh(zp—3) = 0 (3)

Es gibt einen Lehrsatz, der besagt:



Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Der linke Faktor m2E1 liefert sofort die Losung: xpy =0
Die zweite Losung liefert der Klammerausdruck.

Der linke Wert xg; = 0 ist der bereits bekannte Auslauf. Daher muss fiir zg, noch
untersucht werden, ob tatséichlich ein Hochpunkt vorliegt. Dies kann beispielsweise
mit dem Vorzeichewechselkriterium gemacht werden.

Untersuchung fiir xg; = 3:

F2) = —04-22412-22=16>0
F4) = —04-4341,2-42=—64<0
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei xgs =3  (3)

Der zugehorige y-Wert ist der Funktionswert an der Stelle xgo = 3. Dieser wird berech-
net:

ype = f(rgp) = f(3) = —0,1-3* +04-3> =27
zusammengefasst: Hochpunkt A(3|2,7)

Ergebnis: | Die hochste Stelle der Bahn bei A liegt 2,70 m {iber dem Boden.| (3)




0.51 DIFFRECH-25b

Eine Kinderrutschbahn hat die Form eines Polynoms
4. Grades. Die zugehorige Funktionsgleichung lautet: y

f(z) = —0,12* 4+ 0,42° + 0,2

Die Funktionsgleichung gilt fiir die Einheit Meter.
Die Rutschbahn hat oben am Startpunkt A der
Rutsche einen Hochpunkt. Rechts vom Hochpunkt
sind Treppenstufen eingebaut, damit die Kinder zum
Startpunkt hochklettern konnen. Es wird also auf der
rechten Seite nach A hinaufgeklettert, und gerutscht
wird dann von Rutschbahnanfang A nach links zum
Rutschbahnende E hinunter.

1. Weisen Sie durch eine Rechnung nach, dass links unten im Auslauf F (bei z = 0) die
Rutschbahn waagerecht endet, die Bahn also ungefihrlich auslduft. Bestimmen
Sie ebenfalls rechnerisch, in welcher Hohe iiber dem Erdboden die Bahn bei F
endet. Nach den Sicherheitsvorschriften in DIN 1176 soll diese Hohe nicht mehr
als 35 Zentimeter betragen.

2. Die steilste Stelle S der Rutschbahn liegt bei xy; = 2. Nach den Sicherheitsvor-
schriften in DIN 1176 darf der Geféllewinkel o an Kinderrutschbahnen nirgendwo
steiler als 60° sein. Priifen Sie durch eine Rechnung nach, ob diese Bedingung an
der steilsten Stelle der Rutschbahn eingehalten wird!

3. Wie hoch iiber dem Boden liegt der héchste Punkt A dieser Bahn?

(30 P.)

Lésung Teil 1: (10)

flz) = —0,12% + 0,423 +0,2
f'(x) = —042° + 1,222 (2)

Die Bahn endet bei x = 0. Dort muss die Steigung bestimmt werden.
f(0)=—-04-0°+12-0°=0 (2)
Die Steigung bei E ist Null. = Die Bahn endet waagerecht.  (2)

hg=f(0)=-0,1-0"+04-0°+02=02 (2)

Die Bahn endet 20 Zentimeter iiber dem Erdboden und erfiillt hiermit die Sicherheits-
vorschriften.  (2)



Losung Teil 2: (7)

fl(x) = —042° + 1,222
f1(2) = —04-2%+12-22
f2) = 16 (3)
Der zugehorige Winkel muss berechnet werden.
tana = m
tana = 1,6 |arctan. ..
a = arctanl,6
a =~ 57,995° (3)

Das ist weniger als die zuléssigen 60°. = Die Sicherheit ist gegeben. (1)

Losung Teil 3: (13)
f(x) = =042+ 1,222
f"(x) = =122 424z (2

Notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist das Nullwerden der ersten Ableitung.

fxp) =

—0,42%, + 1,22%
3 — 313, =

vt (2p—3) =

o O OO

|- (=0,4) (2)
(2)

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Tp1 — 0
ZL'EQ—3 = 0 ’+3
Tpa2 — 3 (2)

Die Losung gy = 0 kommt hier nicht in Betracht, da die Bahn dort endet. Es muss
daher nur zg, = 3 auf einen Hochpunkt untersucht werden.

f'(3)=-12-32+24-3=-36<0
Da die zweite Ableitung bei x, = 3 kleiner als Null ist, liegt ein Hochpunkt vor.  (2)
ha=f(3)=-0,1-3"+04-3*+02=29
Der Punkt A liegt 2,9 Meter iiber dem Erdboden.| (3)




0.52 DIFFRECH-26

An ein 40 Zentimeter hohes Podest soll eine

Rampe angebaut werden, die ein ruhiges ruckel- Y

freies Hinauf- und Hinunterfahren mit Material- 0.5 Podest
wagen ermoglichen soll. Zu diesem Zweck hat
die Rampe die Form eines Polynomes dritten
Grades und miindet sowohl auf Bodenniveau als 1 2
auch oben auf dem Podest waagerecht ein. Die

waagerecht gemessene Lange der Rampe betrigt 2 Meter.

Rampe

a) Weisen Sie durch Rechnungen nach, dass die nachfolgende Funktion diese Bedin-
gungen erfiillt! (Sie soll am linken und rechten Ende jeweils eine waagerechte Tangente
haben, sie soll am linken Ende die Hohe Null und am rechten Ende die Héhe 40 cm
haben.)

f(z) = —0,12° + 0,32?

Diese Funktionsgleichung gilt fiir die Einheit Meter.

b) Damit es fiir die Materialwagen nicht zu steil wird, darf die Steigung maximal
32 % betragen. Priifen Sie durch eine Rechnung, ob die vorgesehene Rampe diese Bedin-
gung erfiillt. Die steilste Stelle der Rampe liegt genau in ihrer Mitte. (20 P.)

L6ésung: Zunichst wird die Ableitung benotigt.

fl(r) = —0,322 + 0,60 (4)

Teil 1: Die Steigung und der Funktionswert muss jeweils bei 0 und 2 berechnet
werden.

F1(0) = —03-02406-0 = 0 (Passt.) (2)
F1(2) = —03-22406-2 = 0 (Passt.) (2)
f(0) = —=0,1-03+0,3-02 = 0 (Passt.) (2)
f(2) = —0,1-2%+0,3-2 0,4 (Das sind 40 cm. Passt.) (2)

Alle Bedingungen sind erfiillt, die Funktion passt.| (2)

Teil 2: Die Mitte zwischen 0 und 2 ist 1. (2)

Die Steigung bei x = 1 wird berechnet.

f'(1)=-03-1"4+06-1=03=30% (2)

Mit 30 % liegt die maximale Steigung im zuldssigen Bereich.| (2)




0.53 DIFFRECH-27

Eine Kinderrutschbahn hat die Form eines Polynoms
4. Grades. Die zugehorige Funktionsgleichung lautet: y

f(z) = —0,12* +1,22% — 4,82° + 6,4z A

Die Funktionsgleichung gilt fiir die Einheit Meter.
Die Rutschbahn hat oben am Startpunkt A der
Rutsche einen Hochpunkt. Links vom Hochpunkt
sind Treppenstufen eingebaut, damit die Kinder zum |
Startpunkt hochklettern konnen. Es wird also auf der
linken Seite nach A hinaufgeklettert, und gerutscht
wird dann von Rutschbahnanfang A nach rechts zum
Rutschbahnende E hinunter.

1. Weisen Sie durch eine Rechnung nach, dass rechts unten im Auslauf £ die Rutsch-
bahn waagerecht endet, die Bahn also ungefihrlich auslauft.

2. Nach den Sicherheitsbestimmungen in DIN 1176 darf der Gefallewinkel an Kinder-
rutschbahnen nirgendwo steiler als 60° sein. Das entspricht einer Steigung von /3.
Priifen Sie durch eine Rechnung nach, ob diese Bedingung an der steisten Stelle
eingehalten wird!

(20 P.)

Losung:



0.54 DIFFRECH-28

Am Strand von Kellenhusen an der Ostsee steht
eine Skulptur aus Beton, die einen stilisierten
Fisch darstellt. Sie besteht aus drei Teilstiicken,
die jeweils durch eine senkrechte Fuge vonein-
ander abgetrennt sind. Der linke Teil stellt den
Schwanz, der mittlere den Bauch und der rech-
te den Kopf des Fisches dar. Alle Teile beste-
hen aus Betonplatten mit einer Plattenstérke
von 30 cm. Sie ragen 80 cm tief in das Erdreich Fischskulptur von Kellenhusen
hinein, damit sie nicht umfallen konnen. Das

Schwanzteil hat eine Lénge von 4 m, das Bauchteil von 8,6 m.

Legt man auf die Frontfliche der Skulptur ein Koordinatensystem so, dass die x-Achse
auf dem Boden und die y-Achse auf der Trennfuge zwischen Schwanz und Bauch liegt,
dann werden die Oberkanten des Schwanzes und des Bauches durch diese Funktionen
dargestellt:

Schwanzteil: fi(z) = 0,025z* + 0,223 + 0,62% + 0,8z + 1,4
Bauchteil:  fo(z) = —0,12% + 0,8z + 1,4

Hierbei ist 1 Meter die verwendete Einheit.

y
fa
N 1 A
Schwanzteil Bauchteil

a) Weisen Sie durch Rechnungen nach, dass die Oberkanten von Schwanzteil und Bauch-
teil an der Trennfuge

1. ohne Stufe und
2. ohne Knick

aneinander passen. (10 P.)

b) Bestimmen Sie durch Rechnungen die Hohe des Bauchteiles an der hochsten Stelle
iber dem Erdboden. (10 P.)



Losung zu Teil a: Keine Stufe bei x = 0 bedeutet gleiche Funktionswerte an der
Trennfuge, also: f1(0) = f2(0).

f1(0) =0,025-0*4+0,2-0°4+0,6-0*°4+08-0+14=14 (1)

f2(0)=—0,1-0*+08-0+14=14 (1)
Beide Punkte liegen 1,4 m tiber dem Erdboden, es gibt keine Stufe. (1)

Kein Knick bei x = 0 bedeutet gleiche Steigung an der Trennfuge, also: f{(0) = f5(0).

filx) = 0,0252* 4 0,22% + 0,62 + 0,87 + 1,4
filz) = 0,12° +0,62> + 1,22 + 0,8 (2)
f1(0) = 0,1-0°+0,6-0*+1,2-0+0,8
fi(0) = 08 (1)
folx) = —0,122 40,87 + 1,4

I(x) = —02z+08 (2)

70) = —0,2-0+038

3(0) = 0.8 (1)

Beide Ableitungen sind gleich, also sind die Steigungen an der Trennfuge gleich. Es gibt
keinen Knick. (1)

Losung zu Teil b: Notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt einer Funktion ist das
Null-Werden der zugehorigen Ableitung.

falzg) = 0
—02254+0,8 = 0 |- 0,8
—02zp = —08 |:(—02)

Jetzt muss gepriift werden, ob tatséchlich bei g = 4 ein Hochpunkt vorliegt.

f53) = -02-3+08=02>0 (2)
f505) = —02-5+08=-02<0 (2
Vorzeichenwechsel von + nach — = Hochpunkt bei zg =4 (1)

Der zugehorige y-Wert wird berechnet.

ye = fo(zp)
—0,1-424+08-4+14

yg = 3 (2)

Ergebnis: | Das Bauchteil ist maximal 3,00m hoch.| (1)




0.55 DIFFRECH-29

Eine Skaterbahn, die neu erstellt
werden soll, stellt im Querschnitt y
ein spiegelsymmetrisches Poly-
nom 4. Grades dar. Die Funkti-
onsgleichung fiir dieses Polynom
in der Einheit Meter lautet: . ' .

-2 0 2

f(z) = —0,022* + 0,362% 4 0,1

1. An welchen Stellen (Abstand von der Mitte) liegen die hochsten und tiefsten Punk-
te der Bahn? Wie hoch iiber dem Erdboden liegen diese Punkte?

2. Aus Sicherheitsgriinden darf eine Skaterbahn an der steilsten Stelle nicht steiler
als mit einem Steigungswinkel von ¢ = 40° verlaufen. Priifen Sie nach, ob das bei
dieser geplanten Bahn gewéhrleistet ist.

LOsung:

Fiir die gesamte Losung wird die Einheit Meter verwendet. Wahrend der Rechnung wird
sie weggelassen.

Da im Laufe der Rechnung mehrere Ableitungen bendétigt werden, bestimme ich diese
vorab.

flz) = —0,022% +0,3622 +0,1
f'(x) = —0,082+ 0,72z
f"(z) = —0,242% +0,72
f"(x) = —0,48z

Teil 1: Notwendige Bedingung fiir einen Hoch- oder Tiefpunkt ist, dass die erste
Ableitung dort Null ist.

flag) = 0
—0,082% 4+ 0,722 = 0
Das ist eine Gleichung dritten Grades, die wir ohne weiteres so nicht 16sen kénnen. Es
fehlt aber das absolute Glied, so dass man xg ausklammern kann.

—0,082% 4+ 0,722 = 0

rp - (—0,082%4 +0,72) = 0
Es gibt einen Lehrsatz, der besagt, dass ein Produkt Null wird, sobald einer der
Faktoren Null ist. Der erste Faktor lautet schlicht xz. Wenn der Null ist haben wir

sofort die erste Losung:
TEp1 — 0



Weitere Losungen erhalten wir, wenn der Klammerterm Null wird.

0,083 40,72 = 0 |- 0,72
Z0,08¢% = —0,72  |:(—0,08)
3 = 9 Na
Tpopz = *3
Tpa =3 Tpz = —3

Somit haben wir drei Kandidaten fiir Hoch- und Tiefpunkte erhalten.

Untersuchung fiir zg; = 0:

f(xp) = —0,242%, +0,72 = —0,24- 0> + 0,72 = 0,72 > 0

Hier ist die zweite Ableitung grof3er als Null, deshalb haben wir hier einen Tiefpunkt.
Die Hohe iiber dem Erdboden erhalten wir als den Funktionswert f(zg1).

f(0) =—-0,02-0*40,36-0% +0,1 = 0,1

|Die Bahn hat ihren tiefsten Punkt in der Bahnmitte 10 Zentimeter iiber dem Erdboden. |

Untersuchung fiir xgy = 3:

f(xm) = —0,242%, +0,72 = —0,24- 3>+ 0,72 = —1,44 < 0

Hier ist die zweite Ableitung kleiner als Null, deshalb haben wir hier einen Hochpunkt.
Die Hohe iiber dem Erdboden erhalten wir als den Funktionswert f(xpgs).

f(3)=-0,02-3"+0,36-3% +0,1 = 1,72

Die Bahn hat einen Hochpunkt 3 Meter rechts der Mitte 1,72 Meter iiber dem Erdboden.

Untersuchung fiir xp3 = —3:

f"(rgs) = —0,242%5, + 0,72 = —0,24 - (=3)* + 0,72 = —1,44 < 0

Hier ist die zweite Ableitung kleiner als Null, deshalb haben wir hier einen Hochpunkt.
Die Hohe iiber dem Erdboden erhalten wir als den Funktionswert f(xpgs3).

f(=3)=—-0,02-(=3)*+0,36- (—3)*+0,1 = 1,72
Die Bahn hat einen Hochpunkt 3 Meter links der Mitte 1,72 Meter iiber dem Erdboden.




Teil 2: Die steilsten Stellen liegen in den Wendepunkten. Diese erhélt man als Null-
stellen der 2. Ableitung.

f"(x) = —0,242% +0,72
0 = —0,2422 +0,72 |+ 0,242
0,2422 = 0,72 | : 0,24
x, = 3 Va
Twi/2 = :|:\/§

Mit der dritten Ableitung kann gepriift werden, ob tatsédchlich Wendestellen vorliegen.

f"(+v3) = —048-v/3~—-0831#0 = Wendestelle bei z,; = /3
f"(=v3) = —048-(—v3)~ 0,831 #0 = Wendestelle bei z,5 = —V/3

Alternativ zur zweiten Priifung mit x,» kann auch mit Symmetrie argumentiert werden.

Zur Bestimmung des Steigungswinkels muss zunéchst die Steigung an den Wendestellen
bestimmt werden.

3
F' (1) = —0,0823, + 0,727, = —0,08 <\/§) 10,72-v/3 =048 /3 ~ 0,831 384

f,(xwl)
0,48 - /3

Y1 = arctan0,48-\/§
Y1 =~ 39,740

tan ¢

Aus Symmetriegriinden ist der Winkel 5 bei x,,9 genau so grof3, jedoch mit umgekehrtem
Vorzeichen.

Da die Winkel (betragsméfig) kleiner als 40° sind, ist die Sicherheit gewihrleistet.




0.56 DIFFRECH-30

Sie sind mit dem Auto auf einer Landstrafie unterwegs. Erlaubt ist eine Geschwindigkeit
von 70 1%, sie fahren aber mit 90 kTm Da entdecken 20 Meter Sie vor sich eine automa-
tische Geschwindigkeitsmessanlage und treten sofort voll auf die Bremse. Mit welcher
Geschwindigkeit fahren Sie an der Messanlage vorbei? Bei trockener Strafie konnen Sie
von einer Bremsverzogerung von a = 4 3 ausgehen.

Zur Losung sind noch ein paar Informationen zu den physikalischen Grundlagen not-
wendig.

e Die Weg-Zeit-Funktion fiir den Bremsvorgang lautet: s = f(t) = v -t — 2a - .
Hierbei ist s der zu einem bestimmten Zeitpunkt zuriickgelegte Weg in der Einheit
m (Meter), vy die Anfangsgeschwindigkeit in der Einheit 2 (Meter pro Sekunde),
t die Variable Zeit in der Einheit s (Sekunden) und a die Bremsverzogerung in der
Einheit 3.

e Die Geschwindigkeitseinheiten kénnen umgerechnet werden: 17 = 3,6 1%

e Die Geschwindigkeit v ist die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion: v = f'(t). Sie
gibt zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit des Fahrzeuges an.

Losung: Bei der Losung mochte ich aus Vereinfachungsgriinden die Einheiten weglas-
sen. Deshalb wird zunéchst die Einheit der Anfangsgeschwindigkeit umgerechnet.

90km 90 m 25111
=0 =g35 =BT

Nun wird die Fahr-Zeit tqq fiir die ersten 20 Meter Fahrstrecke bestimmt.

S(tzo) = 20
Vot — 24t = 20
25 -t — 212, = 20 |~ 20
22 425t —20 = 0 1 (=2)
3y — 12,5t90 + 10 = 0 | p-g-Formel
ta,, = 6,25+ /6,25 — 10
~ 6,25+ 5,39

t201 =~ 0,86 t202 7 11,64

Die kiirzere Zeit tog, ~ 0,86 ist fiir die Rechnung von Belang. (Die langere Zeit gilt fiir
den nur rechnerisch moglichen Fall, dass die Bremskraft auch nach Erreichen des Still-
standes weiter wirken wiirde und das Auto dann riickwérts beschleunigen wiirde.)



Jetzt benotigen wir die Funktionsgleichung fiir die Momentangeschwindigkeit v(¢). Laut
Anleitung ist das die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion.

s(t) = wvo-t—3a-t?
s(t) = wvy—at

v(t) = §(t)

v(t) = vy—at

v(t) = 25—4t

Hier kann die eben berechnete Zeit t5, ~ 0,86 eingesetzt werden, um die Geschwindigkeit
vy nach 20 Metern Bremsung zu berechnen.

Voo = 25—4t201
vy = 25—4-0,86
— 21,56

Diese Geschwindigkeit muss zum Schluss noch im Kilometer pro Stunde umgerechnet
werden.

m km km
21,56 — = 3,6 - 21,56 — = 77,616 —
s h h
Ergebnis: Sie fahren mit 77,6 kTm an der Messanlage vorbei. Die Vollbremsung reicht also

nicht ganz aus.



0.57 DIFFRECH-31

Ein PKW fahrt mit einer Geschwindigkeit von 45 1% und muss plotzlich bremsen. Bei
normaler Witterung betrigt die Bremsverzogerung a = 4 3.

1. Nach welcher Zeit kommt der PKW zum Stehen?
2. Wie lang ist der Bremsweg?

3. Wie lang ist der Bremsweg, wenn die Bremsverzogerung wegen schlechter Witte-
rung nur a = 2 13 betrigt?

4. Wie grof} ist die Restgeschwindigkeit des PKW bei schlechter Witterung an der
Stelle, wo er bei normalem Wetter zum Stehen gekommen wére?

Zur Losung sind noch ein paar Informationen zu den physikalischen Grundlagen not-
wendig.

e Die Weg-Zeit-Funktion fiir den Bremsvorgang lautet: s = f(t) = vy - t — 3a - t* Hier-
bei ist s der zu einem bestimmten Zeitpunkt zuriickgelegte Weg in der Einheit m
(Meter), vy die Anfangsgeschwindigkeit in der Einheit % (Meter pro Sekunde), ¢
die Variable Zeit in der Einheit s (Sekunden) und a die Bremsverzogerung in der
Einheit 3.

e Die Geschwindigkeitseinheiten konnen umgerechnet werden: 13 = 3,6 1%

e Die Geschwindigkeit v ist die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion: v = f’(¢). Sie
gibt zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit des Fahrzeuges an.

Losung: Zuniéchst sollte die in l%n angegebene Geschwindigkeit in die Einheit = um-
gerechnet werden.

km 45 m 19.5 m

h 365 ’

Wenn man nun immer in diesen Grundeinheiten rechnet, kann man in der Rechnung die
Einheit der Einfachheit halber auch weglassen.

zu 1: Wenn der PKW zum Stehen kommt, muss die Geschwindigkeit Null sein.
Die Geschwindigkeit gibt die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion an. Die wird zunéchst
bestimmt.

1
s = f(t) = vo-t—§a-t2
1
ft) = 12,5t—§-4-t2
f(t) = 12,5t —2t?
flit)y = 125—2-2t
v o= fl(t) = 12,5—4t



Am Ende des Bremsvorgangs ist v = 0. Die Zeit fiir den Bremsvorgang nenne ich t¢g.

v = fllitg) = 0
125 — 4t = 0 |- 125
Aty = —125 |:(—4)
tg = 3,125

Ergebnis: Nach 3,125 Sekunden kommt das Fahrzeug zum Stehen.
zu 2: Den zugehorigen Bremsweg sp liefert die Funktion s(t).
sp= f(tg) = 12,5tp — 2t% = 12,5 - 3,125 — 2 - 3,125% = 39,0625 — 19,53125 = 19,53125

Ergebnis: Nach 19,53 Metern kommt das Fahrzeug zum Stillstand.

zu 3: Bei einem anderen Wert fiir die Bremsverzogerung a erhalten wir eine andere
Weg-Zeit-Funktion. Ich nenne sie s = fi(¢). Ansonsten miissen die gleichen Rechnungen
wie unter 1. und 2. erneut durchgefiihrt werden.

1
s = filt) = v-t—=a-t?

2
1
fr(t) = 12,5t — 5-2-752
fi(t) = 12,5t —t?
v o= fi(t) = 12,56 —2t
Am Ende des Bremsvorgangs ist v = 0. Die Zeit fiir den Bremsvorgang nenne ich tp;.
Vo= filtgr) = 0
125 —-2tg; = 0 | — 12,5
—2tp; = —125 |:(-2)
tpr = 6,25

Zwischenergebnis: Nach 6,25 Sekunden kommt das Fahrzeug zum Stehen.
Den zugehorigen Bremsweg sp; liefert die Funktion s ().

sp1 = filts) = 12,5tp — t5, = 12,5 6,25 — 6,252 = 78, 125 — 39,0625 = 39,0625

Ergebnis: Bei schlechter Witterung kommt das Fahrzeug nach 39,06 Metern zum Still-
stand.

Anmerkung: Im Vergleich zu trockenem Wetter ist der Bremsweg doppelt so lang.



zu 4: Hier ist gefragt, mit welcher Restgeschwindigkeit sich das Fahrzeug noch be-
wegt, wenn es bei schlechter Witterung 19,53 Meter weit gekommen ist. Dazu wird
zunachst die Zeit fiir diese Strecke berechnet. Ich nenne sie tpgs.

filte2) = sB
125 tps — 13, = 1953 |— 19,53
—t%, + 12,5ty — 19,53 = 0 |- (=1)

t4, — 12,5 tga + 19,53 = 0
Jetzt kann die p-g-Formel angewendet werden.

tpa,,, = 6.25+/6252 1953
6,25 + 4,42
tpy, = 1,83 tpy, = 10,67

Q

An dieser Stelle taucht vermutlich die Frage auf, wieso

es hier zwei Losungen geben soll. Dazu habe ich neben- g
stehend die Weg-Zeit-Funktion des Bremsvorgangs dar- S\\
gestellt. Mit sp ist der Bremsweg bei trockener Strafle \
eingezeichnet. Der Bremsvorgang ist nur die blaue durch- \
gezogene Linie. Im Scheitelpunkt S der Parabel kommt B v
das Fahrzeug zum Stehen. Wiirde auch danach noch eine \
Kraft wie die Bremskraft das Fahrzeug weiter nach hinten a
ziehen, dann wiirde es riickwérts beschleunigt und sich in t
die Richtung bewegen, woher es gekommen ist. Das stellt

die gestrichelte Linie dar. Es wiirde also eine Weile spéter wieder an der Streckenmarkie-
rung sp vorbeikommen. Die hierzu gehdrende Zeit ist die zweite Losung der Gleichung.
Die ist aber ungiiltig, weil die Kraftwirkung in dem Moment aufhért, in dem das Fahr-
zeug zum Stillstand kommt.

(Die hier gemachten Erliuterungen sind natiirlich kein Teil der Lisung. Sie sollen nur
einem besseren Verstindnis der Zusammenhdnge dienen.)

Wir halten fest: Nach 1,83 Sekunden kommt das Fahrzeug an dem Punkt vorbei, an dem
es bei trockener Strafle stehen geblieben wire.

Jetzt muss nur noch die Momentangeschwindigkeit nach dieser Zeit berechnet werden.
Die liefert die Ableitung v (t) = fi(t).

v(t) = fi(t)

vi(tps,) = fi(tsa,)
— 12,5 — g,
— 125-2-183

U1 (thl) = 8,84



Die berechnete Geschwindigkeit von 8,84 % muss nun noch in die Einheit kTm umgerechnet

werden. L .
vitps,) = 8,84 2 =3,6-8,84 Tm — 31,824 Tm
S

Ergebnis: Bei schlechter Witterung rauscht der PKW noch mit 31,824 1% an der Stelle
vorbei, an der er bei trockener Strale zum Stehen gekommen wire.



0.58 DIFFRECH-32

Unser Verkehrsminister Andreas Scheuer benotigt Ihren Rat. Bei einer Gesetzesnovelle
zur Strafverschiarfungen im Straflenverkehrsrecht ist ein Formfehler passiert, wodurch
die Gesetzesdnderung ungiiltig wurde. Darin war vorgesehen, dass bei einer Geschwin-
digkeitsiiberschreitung innerorts um mehr als 20 1% der Fiihrerschein fiir einen Monat
abzugeben ist. Herr Scheuer meinte, das sei eine zu hohe Strafe nur fiir ein ,, bischen* zu
schnelles Fahren und hat das kiirzlich in einem neuen Gesetz verhindert.

Dazu ein Beispiel: Vor einem Kindergarten ist eine Geschwindigkeitsbeschrinkung auf
30 1% ausgeschildert. Ein Autofahrer fahrt dort etwas mehr als 20 kTm zu schnell, ndmlich
mit 51 1% Ein Kind springt unvermittelt auf die Strale. Mit welcher Geschwindigkeit
fihrt der Autofahrer das Kind an, wenn er bei zuldssiger Geschwindigkeit gerade noch
vor dem Kind hétte anhalten kénnen? Gehen Sie bei den Berechnungen von einer Brems-
verzogerung von 4 5 aus.  (ges. 40 P.)

Ich empfehle Thnen, nach folgendem Losungsleitfaden vorzugegehen.

1. Wie lange wiirde der Bremsvorgang bei der zuléssigen Geschwindigkeit von 30 l%
dauern? (10 P.)

2. Wie lang ist der Bremsweg bei der zuléssigen Geschwindigkeit von 30 l%n? (8 P.)

3. Wie lange wiirde der Bremsvorgang des zu schnellen Fahrers mit 51 kTm dauern,
vom Beginn des Bremsens bis er das Kind anféhrt? (12 P.)

4. Mit welcher Geschwindigkeit (in ¥2) wiirde er das Kind anfahren? (10 P.)

5. Welchen Rat hétten Sie Herrn Scheuer gegeben?

Zur Losung sind noch ein paar Informationen zu den physikalischen Grundlagen not-
wendig.

e Die Weg-Zeit-Funktion fiir den Bremsvorgang lautet: s = f(t) = vy -t — %a 12,
Hierbei ist s der zu einem bestimmten Zeitpunkt zuriickgelegte Weg in der Einheit
m (Meter), vy die Anfangsgeschwindigkeit in der Einheit %* (Meter pro Sekunde),
t die Variable Zeit in der Einheit s (Sekunden) und a die Bremsverzogerung in der
Einheit 3.

e Die Geschwindigkeitseinheiten kénnen umgerechnet werden: 17 = 3,6 1%

e Die Geschwindigkeit v ist die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion: v = f'(t). Sie
gibt zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit des Fahrzeuges an.



Losung: Bei der Losung mochte ich aus Vereinfachungsgriinden die Einheiten weglas-
sen. Deshalb werden zunéchst die Einheiten der Anfangsgeschwindigkeiten umgerechnet.

km 30 m m
30— = ——~833— 1
h 36s ’ (1)
km 51 m m
l—=——=~14,17 — 1
h 6 s s (1)

zu 1: Zunéchst wird die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion als Ableitung der Weg-Zeit-
Funktion benétigt. Die Funktion wird mit a = 4 35 konkretisiert.

s = f(t) = v-t—ia-t?
ft) = wvo-t—35-4-¢
ft) = vo-t—2-t

v = fl(t) = vo—4-t (4)

Wenn die Geschwindigkeit Null ist, kommt das Fahrzeug zum Stillstand. Damit kann
die Bremszeit t39 bei 30 1% Anfangsgeschwindigkeit berechnet werden.

f'(tn) = 0
833 —4-13 = 0 | — 8,33
—4 . t30 = —8,33 | : (—4)
tsp = 2,083 (4)

Ergebnis: Nach 2,083 Sekunden kommt das Fahrzeug zum Stehen.

zu 2: Die Weg-Zeit-Funktion s(t) liefert den zugehorigen Bremsweg sg.

s = f(ts0)
= 8,33-t3 — 213,
8,33 - 2,083 — 22,0832
= 17,35 — 8,68
S30 — 8,67 (6)

Ergebnis: Der Bremsweg aus 30 kTm betrégt 8,67 Meter.



zu 3: Jetzt wird die Zeit t5; fiir die ersten 8,67 Meter bei 51 kTm berechnet.

ft) = vy-t—sza-t?
ft) = 1417-t—5-4-¢2
ft) = 1417-t—2-¢
f(ts1) = s30
14,17 - t5, — 213, = 8,67 | — 13,01
—2-t3 + 1417 - 5, — 8,67 = 0 |1 (—2)

t2, — 7,085t51 + 4,335 0
tsr,,, = 3,425+ 4/3,5425% — 4,335
ts1, 3,5425 + 2,866
ts1, = 0,6765 ts1, = 6,4085 (10)

Q

Ergebnis: Hier ist die kiirzere Zeit die Losung. Nach einem 0,6765 Sekunden dauernden
Bremsvorgang wird das Kind angefahren.  (2)

zu 4: Die Aufprallgeschwindigkeit v4 kann iiber die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion
(die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion) berechnet werden.

va = f'ts1,)
= ’Uo—a't511

= 14,17 — 4-0,6765
va = 11,464 (8)

Diese Aufprallgeschwindigkeit wird nun in die Einheit 1% umgerechtet.

m km km
11,464 " =3,6-11,464 o = 41,2704 o (2)

Ergebnis: Das Kind wird noch mit einer Restgeschwindigkeit von 41,27 l% angefahren.
Das ist kaum weniger als die Anfangsgeschwindigkeit und immer noch viel mehr als
erlaubt.

zu 5:  (Den Rat an Herrn Scheuer erspare ich mir hier.) (2)



0.59 DIFFRECH-33
Gegeben ist die Funktion mit der Funktionsgleichung:

f(z) =22% — 1227 + 182

Bestimmen Sie die Hoch- und Tiefpunkte der Funktion!

Lésung: Notwendige Bedingung fiir Extremstellen ist f'(zg) = 0

f(x) = 6x*—24x+18

672 — 24y +18 = 0 |: 6
wh —drp+3 = 0
Tple = 2++v22 -3
= 2=+1
rp =1 Tpa =3

Mit Hilfe der zweiten Ableitung wird nun gepriift, ob jeweils ein Hoch- oder Tiefpunkt
vorliegt.
f(x) =122 — 24

Untersuchung fiir xg; =1:

f"(zg)=f"(1)=12-1-24=-12>0 = Hochpunkt bei xp; =1

Untersuchung fiir xg; = 3:

f"(xge) = f"(1)=12-3-24=12>0 = Tiefpunkt bei xg, = 3
Die zugehorigen y-Werte liefert die Originalfunktion f(z).

ypr = f(zm)

= 223, —122%, + 18xp;
2.1 —-12-12+18-1
2—-12+4+18
yer = 8

Yg2 = f(fl?EQ)
= 2%, — 122%, + 187 m
2:-33-12-32+18-3
= 54 —108 + 54
yg2z = 0

Die Extremstellen lauten: | H(1|8) [ und | 7°(3]0)




Damit man sich den Verlauf besser vorstellen kann folgt hier eine Skizze.
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Im Freibad springt ein Schwimmer auf dem 1-Meter-Sprungbrett mit einer Anfangs-
Geschwindigkeit von vy = 5 7' nach oben vom Brett ab.

1. Nach welcher Zeit erreicht er seine gréfite Hohe?
2. Wie hoch iiber dem Brett ist er dann?

3. Mit welcher Geschwindigkeit taucht er anschliefend ins Wasser (ein Meter unter-
halb des Brettes) ein? (Gehen Sie dabei davon aus, dass er nicht wieder auf dem
Sprungbrett auftrifft.)

Zur Losung sind noch ein paar Informationen zu den physikalischen Grundlagen not-
wendig.

e Die Hohe-Zeit-Funktion fiir den Sprung lautet:

1
h:f(t):/l)ot—§gt2—|—h0
Hierbei ist h die zu einem bestimmten Zeitpunkt erreichte Hohe in der Einheit
m (Meter), vy die Anfangsgeschwindigkeit in der Einheit % (Meter pro Sekun-
de), t die Variable Zeit in der Einheit s (Sekunden), hy die Starthéhe und ¢ die
Erdbeschleunigung mit g = 10 .

e Die Geschwindigkeit v ist die Ableitung der Hohe-Zeit-Funktion: v = f/(t). Sie
gibt zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit des Schwimmers an. Eine
positive Geschwindigkeit ist nach oben gerichtet, eine negative nach unten.

e Wenn Sie die angegebenen Einheiten verwenden, dann passen die alle zueinander.
Sie konnen diese dann innerhalb der Rechnung zur Vereinfachung weglassen.

Losung: Zunéchst muss man festlegen, wo der Bezug fiir die Hohe sein soll. Das kann
auf der Sprungbretthohe sein oder auch auf der Wasseroberfliche. Nimmt man die
Sprungbretthohe, dann ist Ay = 0 und kann entfallen. Daher wéhle ich diese Option.

Nun wird die konkrete Hohe-Zeit-Funktion mit den angegebenen Daten aufgestellt.

1
f(t):5~t—§-10~t2+025t—5t2

zu 1: Es wird ein Hochpunkt gesucht. Dazu muss die erste Ableitung gebildet werden,
zur Kontrolle auch die zweite.

f(t) = 5t—5¢2
o(t) = f'(t) = 5—10t
() = —10



Fiir einen Extrempunkt muss die erste Ableitung Null werden.

ftg) = 0
5 10ty = 0 |5
10ty = -5 |:(=5)
tg = 0,5

Mit der zweiten Ableitung wird gepriift, ob tatséchlich ein Hochpunkt vorliegt.

f"(0,5) =—-10<0 = Hochpunkt bei tg = 0,5

Nach 0,5 Sekunden erreicht der Schwimmer die gréfite Hohe.

zu 2:
he = [f(te)
= 5-0,56—-5-0,5°
= 25-—-125
hg = 1,25
Der Schwimmer springt 1,25 Meter hoch.
zu 3:

Zunéchst muss die Zeit berechnet werden, bis der Schwimmer die Héhe von —1m (die
Wasserspiegelhohe) erreicht.

flw) = -1
Sty — bty = —1 |+ 1
—5t3, +5tw +1 = 0 |1 (=5)
1
2 — tw — E = 0 | p-g-Formel

t 1, 2+1
Wiz =y 2 5
B 1jE /1+1
D) 4 5

1i 5 4
= 2%Vt a0
1 9
Z40 /=
9 20
twia ~ 0,540,671
twr =~ 1,171 tws ~ —0,171

Die Losung tyo entfillt, weil sie negativ ist. Zu dem Zeitpunkt stand der Schwimmer
noch auf dem Brett, die Losung liegt damit nicht im Definitionsbereich. Etwa 1,171 Se-
kunden nach dem Absprung trifft der Schwimmer auf dem Wasser auf.



Gesucht ist die Geschwindigkeit, mit der er auf dem Wasser auftrifft. Die Geschwin-
digkeit ist die Ableitung der Hohe-Zeit-Funktion.

v(tw) = ['(tw)

= 5— 10ty
= 5—10-1,171
U(tw> = —6,71

Die Geschwindigkeit ist negativ, weil sie nach unten gerichtet ist. Das Vorzeichen spielt
aber bei der Antwort zur gestellten Frage keine Rolle.

Der Schwimmer tifft mit einer Geschwindigkeit von 6,71+ auf dem Wasser auf.




0.61 DIFFRECH-35

Mit einem Wasserschlauch wird ein Wasserstrahl er-
zeugt, der folgende Funktionsgleichung in der Einheit Yy -~

Meter darstellt: // H \\
V \
f(z) = —0,42% + 22+ 1,1 K .
Y \
a) In welcher waagerecht gemessenen Entfernung vom b A Y
Anfangspunkt A des Wasserstrahls trifft dieser im End- “E
punkt E auf den Erdboben? -

b) Wie hoch iiber dem Erdboden befindet sich die hochste Stelle H des Wasserstrahls?
L6sung:

zu a) Der Wasserstrahl trifft auf den Boden, wenn er die Héhe Null erreicht. Wir
suchen also die Nullstellen der Funktion.

f (o) 0 (2)
—0,422 +220+1,1 = 0 | (—0,4)
x% —bx9g—2,7 = 0 (2)
IE01/2 = 2,5 + 2,52 + 2,75
= 2543

Tl =25+3=55  wp=25-3=-05 (2
Der negative Wert xgo = —0,5 entfillt, dort gibt es den Wasserstrahl (noch) nicht. (1)

Der Wasserstrahl trifft in 5,5 Meter Entfernung auf den Boden.| (1)

zu b) Wir suchen den Hochpunkt der Funktion. Dazu bestimmen wir zunéchst die
ersten beiden Ableitungen.

flz) = —042?+2z+1,1
fl(x) = —08zx+2 (2)
f'(x) = 038 (2)
Notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt ist, dass die erste Ableitung Null ist.
f'leg) = 0
—08zg+2 = 0 |—2 (2)
0,8z = -2 |:(-0,8)

Mit der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob tatséchlich ein Hochpunkt vorliegt.
f"(2,5)=—-08<0 = Hochpunkt bei x5z =25 (2)
Gesucht ist die Hohe dort, also der Funktionswert.

yn = [(2,5) = —04-252+2-25+1,1 =36
Der Wasserstrahl reicht 3,6 Meter hoch. (2)




0.62 DIFFRECH-36

Ein Ball wird geworfen. Nebenstehend ist seine Flugbahn
dargestellt. Im Punkt A verldsst er die Hand des Werfers, vy -~

im Punkt B trifft er auf dem Boden auf. Die Flugbahn //’ H \\
wird in der Einheit Meter durch diese Funktionsgleichung 4 .
dargestellt: )/ N

f(z) = —0,82% + 42 + 2,2 $ 4 '
a) In welcher waagerecht gemessenen Entfernung vom An- \\.B_)
fangspunkt A trifft der Ball im Endpunkt B der Flugbahn x

auf den Erdboben?

b) Wie hoch iiber dem Erdboden befindet sich die hochste Stelle H der Flugbahn?
L6sung:

zu a) Der Ball trifft auf den Boden, wenn er die Héhe Null erreicht. Wir suchen also
die Nullstellen der Funktion.

f(zo) = 0 (2)
—0,8:70(2) +4x9+22 = 0 | : (—0,8)
x3 — 519 —2,75 = 0 (2)
$01/2 = 2,5 + \/ 2,52 + 2,75
= 25%3

o1 =25+3=55  202=25-3=-05 (2)
Der negative Wert zg2 = —0,5 entfillt, dort fliegt der Ball (noch) nicht. (1)
Der Ball trifft in 5,5 Meter Entfernung auf den Boden.| (1)

zu b) Wir suchen den Hochpunkt der Funktion. Dazu bestimmen wir zunéchst die
ersten beiden Ableitungen.

f(z) = —0,822 + 4z + 2,2
flx) = —16zx+4 (2)
f'(x) = —16 (2)
Notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt ist, dass die erste Ableitung Null ist.
fzp) = 0
—1,6zp+4 = 0 |—4 (2)
—1,6zp = —4 |:(-1,6)
rp = 2,5 (2)

Mit der zweiten Ableitung kann gepriift werden, ob tatséichlich ein Hochpunkt vorliegt.
1"(25)=-1,6<0 = Hochpunkt bei 2z =2,5 (2)
Gesucht ist die Hohe dort, also der Funktionswert.

yr = f(2,5) = —0,8-25>+4-25+22="772
Der Ball fliegt 7,2 Meter hoch.| (2)
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