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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!

2 Einleitung

Dieses Skript stellt keinen Lehrgang dar. Hier sollen nur Zusammenhénge dargestellt
werden, die als bekannt vorausgesetzt werden. Der Schwerpunkt liegt auf Ubungsaufga-
ben und deren Losungen.



3 Definition und Lehrsatze

3.1 Definition des Grenzwertes

g heifit Grenzwert der Folge (a,) < Ve>0 dngeN" Vn>ng: |g—a,| <e

Im Klartext liest sich das so:

g heifit Grenzwert der Folge (a,) genau dann, wenn fiir alle positiven Zah-
len e gilt: es existiert immer eine Natiirliche (positive) Zahl ng, so dass fiir
alle Natiirlichen Zahlen n, die mindestens so grofl wie ng sind, der Abstand
zwischen g und a,, kleiner als ¢ ist.

Es gilt diese Schreibweise:

g heiBt Grenzwert der Folge (a,) < g¢= lim a,

n—oo

4

Hierbei ist zunéchst die Symbolik in der Schreibweise lim zu erldutern. Hier wird ,lim*
n—oo

als ,Limes“ ausgesprochen. Limes ist lateinisch und bedeutet Grenze. Der Ausdruck
n — oo wird gesprochen als: ,n gegen unendlich®. Das bedeutet, dass die Zahl n immer
groffer wird und in Richtung nach ,,Unendlich® wéchst. Es gibt ndmlich auch noch an-

dere Grenzwerte, beispielsweise kommt die Schreibweise Alim dann vor, wenn sich die
z—0

GroBe Az in Richtung auf Null bewegt, also immer kleiner wird, ohne aber ganz Null zu
werden. Welche Bedeutung genau dahinter steht, soll an dieser Stelle aber nicht weiter
interessieren[] Wichtig ist es nur, zu wissen, dass es auch andere Grenzwerte gibt und
man deshalb hier n — oo schreiben muss.

Die oben angegebene Definition des Grenzwertes ist tatsdchlich sehr kryptisch und nicht
ganz einfach zu verstehen. Deswegen mochte ich an dieser Stelle versuchen, anschaulich
zu erldutern, was das alles bedeutet.

Stellen wir uns ein kleines ,,Spiel* vor, das ich mit Thnen durchfiihre. Ich behaupte, dass
eine bestimmte Zahl g der Grenzwert der zu untersuchenden Folge ist. Sie nennen mir
nun eine beliebig kleine Zahl, die aber positiv sein soll. (Das ist die Zahl ¢ in der Defini-
tion.) Dann sage ich Thnen zu jeder Ihrer Zahlen, ab welcher Folgengliednummer (das
ist ng in der Definition) alle nachfolgende Folgenglieder a,, einen kleineren Abstand vom
Grenzwert ¢ als € haben (die Zahl, die Sie mir genannt haben). Wenn es mir immer
gelingt, Thnen eine solche Folgengliednummer ng anzugeben, egal wie klein Sie Thre Zahl
¢ gewdahlt haben, dann ist die Zahl g tatséchlich der Grenzwert der Folge.

Natiirlich kann man dieses ,,Spiel beliebig lange fortfithren. Ob es mir aber tatséchlich
immer gelingt, zu jeder Threr Zahlen ¢ eine Natiirliche Zahl ny anzugeben, ist dadurch
nicht bewiesen. Das kann nur durch eine Rechnung erfolgen. Wenn ich nédmlich eine
Rechenvorschrift angeben kann, mit der diese Zahl ng aus € berechnet werden kann,

'In der Differenzialrechnung kommt das vor.



dann ist der Beweis tatséchlich erbracht. Mit einem einfachen Beispiel mochte ich das
erldutern.

3.1.1 Beispiel 1

Nehmen wir an, wir haben eine Folge mit dem allgemeinen Glied a,, = % Ich behaupte
nun, dass g = 0 der Grenzwert dieser Folge sei, wenn die Zahl n immer grofler wird und
iiber alle Maflen ansteigt. Dann sieht der Nachweis wie folgt aus.

Wir beginnen mit dem Ansatz aus der Definition:
|g - an‘ <é

Hierbei ist g der nachzuweisende Grenzwert ¢ = 0 und a,, das allgemeine Folgenglied
mit a,, = % Das setzen wir ein.

lg—a, < €

1

0——| < ¢
n

Diese Ungleichung wird nun nach n aufgeltst. Dazu muss zunéchst der Betrag aufgelost
werden [

1
0——| < ¢
n
1
- < ¢ |-n
n
1 < en

Hier musste mit n multipliziert werden. Da n auf jeden Fall positiv ist (es gilt n € N*),
bleibt das Zeichen < in der urspriinglichen Ausrichtung erhaltenﬂ

Im néchsten Schritt muss durch ¢ dividiert werden. Da auch ¢ eine positive Zahl ist,
kehrt sich auch hier das Zeichen < nicht um. Auflerdem ist € nicht Null, denn dann wiére
die Division nicht zuléssig!

1 < en |:¢€

1
- < n
€

Hiermit haben wir die gewiischte Rechenvorschrift erhalten. Von ganz entscheidender
Bedeutung ist in diesem Ergebnis die Richtung des Ungleichheitszeichens. n muss

?Einzelheiten zum Rechnen mit Betriigen siche hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/betrag.pdf

3Einzelheiten zum Rechnen mit Ungleichungen siehe hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/ungleich.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/betrab.pdf
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/ungleich.pdf

auf der grofleren Seite des Ungleichheitszeichens stehen, ansonsten wére der Beweis
misslungen. Wir miissen fiir ng nur die nidchstgréflere Natiirliche Zahl wéhlen, als
das Ergebnis von % ergibt, dann erfiillen alle nachfolgenden n die Ungleichung. In der
Definition steht ja: Vn > ng (... fiir alle n, die groBer oder gleich ng sind .. .). Nur auf
die gro3eren n kommt es also an. Mit der Rechnung haben wir somit gezeigt, dass es zu
jedem positiven ¢ eine Folgengliednummer ng gibt, so dass alle Folgenglieder mit einer
héhenen Nummer einen kleineren Abstand vom Grenzwert g als haben, als € angibt.
Damit ist der Beweis erbracht.

3.1.2 Beispiel 2

An einem weiteren (etwas komplizierterem) Beispiel méchte ich das Prinzip der Be-
weisfithrung noch einmal verdeutlichen. Gegeben sei die Folge mit dem allgemeinen
Glied:

_4n—13
=9 o
Als Grenzwert wird g = —2 vermutet.
|g_an| < €
4n — 13
-2 — <
9—2n c
—-2-(9-2n) 4n-—13
— < €
9—-2n 9—2n
— 18 +4n — (4n — 13)
< €
9—2n
— 18+ 4n — 4n + 13)
< €
9 —2n
_5 §
9—2n c

Jetzt wird es knifflig, der Betrag muss aufgelost werden [] Dabei kommt es darauf an, ob
der Inhalt zwischen den Betragsstrichen positiv oder negativ ist. Dazu miissen wir
uns den Zahler und den Nenner einzeln ansehen.

Der Zahler ist einfach, mit —5 ist er negativ. Der Nenner kann aber sowohl positiv als
auch negativ sein, je nachdem welchen Wert n hat. Wir untersuchen in einer Nebenrech-
nung, fiir welche n der Nenner positiv ist:

1Einzelheiten zum Rechnen mit Betriigen siehe hier:
http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/betrag.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/betrab.pdf

9-2n > 0 |-9
—2n > =9 |:(=2)
n < 45

Wir mussten in dieser Nebenrechnung an einer Stelle durch die negative Zahl —2 di-
vidieren. Darum musste dort das Ungleichheitszeichen umgekehrt werden [’

Positiv ist der Nenner also nur fiir alle n, die kleiner als 4,5 sind, also die Zahlenwerte
1, 2, 3 und 4. Wird n grofler als 4,5, dann wird der Nenner somit negativ. Da in der
Definition nur gezeigt werden muss, dass fiir die groflen n-Werte der Abstand kleiner
sein muss, konnen wir an dieser Stelle die kleinen Werte einfach ,,unter den Tisch fallen
lassen“. Wir fithren den Beweis daher fort, indem wir voraussetzen, dass n > 4,5 ist.
Das muss aber explizit so angegeben werden.

Da fiir die groBlen n sowohl der Zihler als auch der Nenner des Bruches negativ ist,
konnen die Betragsstriche einfach weggelassen werden, denn ein Bruch mit negativen
Zahler und negativen Nenner ist positiv.

)
9o < € | fiir n > 4,5 :
-3
(92
o—on < € |- (9—2n)
-5 > ¢-(9—-2n) |:¢
5
2 > 9-2n -9
- €
———9 > —2n |2 (=2)
o
) n
5+45 <
2 "

In der Rechnung musste an zwei Stellen das Ungleichheitszeichen umgedreht werden.
Bei der Multiplikation mit (9 — 2n) ist das der Fall, weil dieser Term negativ ist, wenn
n > 4,5 ist. Das war ja so vorausgesetzt. Bei der Division durch —2 war offensichtlich,
dass dies eine negative Zahl ist.

Mit diesem Ergebnis ist der Beweis erbracht, weil das n auf der grofleren Seite des
Ungleichheitszeichens steht. Wie genau dabei der Term auf der anderen Seite aussieht, ist
vollkommen belanglos, nur die Richtung des Ungleichheitszeichens ist entscheidend
fir den Erfolg (oder Misserfolg) des Beweises!

SEinzelheiten dazu sind in dem bereits erwihnten Skript iiber Ungleichungen zu finden.



3.2 Grenzwertlehrsatze

Es ist auf die Dauer sehr ldstig, bei einer Folge den Grenzwert immer mit einer e-
Umgebung nachweisen zu miissen. Zudem muss man zunéchst auch noch eine Idee ha-
ben, wo ein eventuell existierender Grenzwert liegen kénnte. Schon wére es, wenn man
einen solchen Grenzwert direkt berechnen konnte. Das ist tatséchlich oft moglich. Be-
dingung dafiir ist, dass das allgemeine Glied einer Folge so zerlegt werden kann, dass
dabei Teilfolgen entstehen, die ihrerseits bereits bekannte Grenzwerte haben.

Unter der Bedingung, dass die jeweiligen Teilgrenzwerte existieren, gelten folgende Grenzwert-
Lehrséatze:

Summenregel: lim (a, £0b,) = lim a, £ lim b,
n—00 n—00 n—00
Produktregel:  lim (a, -b,) = lim a,- lim b,
n—oo n—oo n—oo
a lim a,
. . n n—oo
Quotientenregel: lim — = —
n—oo b, lim b,
n—oo

Damit die Grenzwertlehrsétze iiberhaupt Anwendung finden kénnen, benétigt man zunéchst
einen Fundus an grundlegenden Folgen. Deren Grenzwerte kann man jeweils mit Hilfe
einer e-Umgebung beweisen. Auf die zugehorigen Beweise mochte ich an dieser Stelle
allerdings verzichten.

Liste einiger grundlegender Folgen:

1
lim —
n—oo M

lim £ = 0 mit —1<k<1

n—oo

lim k& = &k (konstante Folge)

n—oo

1 n
lim (1 + —) = e~ 2,718281828459045 (Eulersche Zahl)
n

n—o0

Die Anwendung mdochte ich an ein paar Beispielen erldutern.

3.2.1 Beispiel 1:
o1 ' 11
lim — = lim | —-— | Produktregel anwenden
n—oo M n—oo \ N n
N : :
= lim —- lim — | Teilgrenzwerte einsetzen
n—oo 1, n—oo N,
= 0-0
o1
lim — = 0
n—oo M,



3.2.2 Beispiel 2:

2 1 1 (1\"
lim ( —+—] = lm (2-—+| = | Summenregel anwenden
n—oo \ N AL n—00 n 2
. AW
= lim [2-—| 4 lim | = | Produktregel anwenden
n—soo n n—oo \ 2
o (L |
= lim 2- lim —+ lim —) | Teilgrenzwerte einsetzen
n—00 n—oo N, n—o00 2
= 2-04+0
. 2 1
lim (——l— —) = 0
n—oo \ N on
3.2.3 Beispiel 3:
o 2n+1 i
lim = ... | Quotientenregel anwenden
lim (2n + 1)
n—o0

= Dz 00 Summenregel anwenden
im(ni3) | BeL Ay
n—oo

lim 2n 4+ lim 1

_ n—oo n—00
lim n + lim 3
n—oo n—oo

Spétestens an dieser Stelle miissen wir abbrechen. Der Grenzwert fiir lim n im Nenner

n—oo
existiert ndmlich nicht. Das gleiche gilt auch fiir lim 2n im Zéhler. Beide Terme streben
n—o0

gegen oco. Somit hétte bereits im ersten Schritt die Quotientenregel nicht angewendet
werden diirfen. Voraussetzung dafiir ist ja, dass die Teil-Grenzwerte tatséchlich existie-
ren!

Trotzdem hat die hier zu untersuchende Folge tatséchlich einen Grenzwert. Der Losungs-
weg fiir den Nachweis muss jedoch verdndert werden.

Der Trick besteht darin, dass man im Zéhler und im Nenner , mit Gewalt* n ausklam-
mert. Der Ansatz sieht dann so aus:

2n + 1 _on-(2+43)

11m = 1m

An dieser Stelle kann man den Bruch nun durch n kiirzen. Das ist deshalb mdoglich, da
n eine Natiirliche Zahl ist, die niemals Null sein kann. Der Losungsweg geht dann wie
folgt weiter.



2n+1

2n+1

[y

n-(24:)

3

lim

244
lim 3
n—oo | + =
lim (2 + 1)
n—oo

lim (1 + 2)
n—oo

lim 2+ lim %
n—oo n—oo

3
~—

. .3
lim 1+ lim —

n—oo n—oo M,

lim 2 + lim &

n—oo n—0o0

lim 1+ lim 3- lim —

n—oo M,

n—oo n—o0

2+0
1+3-0

10

| Quotientenregel

| Summenregel

| Produktregel

| Teilgrenzwerte einsetzen



4 Ubungsaufgaben
4.1 Aufgabe 1

Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:

-2
lim sn =3

4.2 Aufgabe 2

Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:

im 2,
n—oo 2n — 5

4.3 Aufgabe 3
Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:
5—10n

lim =
n—oo 15 — 2n

4.4 Aufgabe 4
Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:
5

li =0
e 35— 9

4.5 Aufgabe 5
Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:

2
lim ———— =0
e 3n — 3

4.6 Aufgabe 6

Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:

12n — 4
lim — "%y
n—oo —3n — 10

4.7 Aufgabe 7

Weisen Sie folgenden Grenzwert mit Hilfe einer e-Umgebung nach:

8n —4
lim — %y
n—oo —2n + 11

11



4.8 Aufgabe 8

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-
lehrsétze:
. 12n -9
lim — = ...
n—oo —3n — 4

4.9 Aufgabe 9

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
6n? +3n —1

im —m— = . ..
n—oo 3n? 4+ 3n — 10

4.10 Aufgabe 10

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
i n—n?+3
m —=...
n—oo N2 —4n

4.11 Aufgabe 11

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
) on® —4n
lim

n—oon? —2n — 1

4.12 Aufgabe 12

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
4

lim =...
n—oo 212 +5

4.13 Aufgabe 13

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
. 12n+5n% —4
lim = ...
n—oo 3n?2 4+ Hhn — 10n3

4.14 Aufgabe 14

Berechnen Sie den Grenzwert der Folge — so weit vorhanden — mit Hilfe der Grenzwert-

lehrsatze:
6n® —4n®>

im =
n—oo 3n? + 3n — 2nt

12



5 Losungen

Bei Aufgabe 1 bis 7 kommt es darauf an, dass die Rechnung aufgeht mit n auf der
grofleren Seite des Zeichens <, also mit n > ... oder --- < n. Ist das der Fall, dann ist
der Beweis erbracht.

5.1 Aufgabe 1

Nachzuweisen ist:
. 3n—2
lim =3

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

‘ 3n—2
3 — < €
n+5
3(n+5) 3n—2
— < £
n+5 n+>5
3n+15—-3n+2
< £
n—+>5
17 . ) ..
< & | Zahler und Nenner ist positiv
n—+>5
17 |- (n+5) (Fakt itiv)
e |-(n aktor positiv
n+>5 P
17 < e-(n+5) |:e (Teiler positiv)
17
— < n+5 |-5
€
17
— =5 < n
€

n steht auf der gréfleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

13



5.2 Aufgabe 2

Nachzuweisen ist:
. 4dn =2
lim =2

nsoo 2 — 5

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

'2_471—2 < €
2n — 5
‘2(271—5)_471—2 - .
2n —5 2n — 5
4n — 10 — 4n + 2
on—5 =
A P
2n —5

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird die weitere Untersuchung auf alle n > 2
eingegrenzt. In dem Bereich ist der Zihler negativ, der Nenner positiv. Beim Auflésen
des Betrages muss also das Vorzeichen geéindert werden.

8
< “(2n—5
55 < € [-(2n=5)
8 < ¢-(2n—5) |:¢
8
S < -5 |45
£
8
-+5 < 2n |:2
€
5+5 -
5 n

n steht auf der grofleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

14



5.3 Aufgabe 3

Nachzuweisen ist:
. 5 —10n
lim =
n—oo 15 — 2n

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

_5—10n - .

15 —2n
‘5(15—2n)_5—10n - .
15—2n 15— 2n
‘75—1071—5—1—1071 - -

15 —2n
70
‘15—271 =

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird die weitere Untersuchung auf alle n > 7
eingegrenzt. In dem Bereich ist der Zahler positiv, der Nenner negativ. Beim Auflosen
des Betrages muss also das Vorzeichen geéindert werden.

70
—_ . — i iv!
5 om e |-(15—=2n) (Der Faktor ist negativ!)
70 > e-(15—2n) |:¢
70
~Z s 15-2n |-15
5
70
- 15 > —2n |:(-2)
70 15
—6_2 < n

n steht auf der grofleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

15



5.4 Aufgabe 4

Nachzuweisen ist:

li =0
w3 — 2

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

3n —2
— > < €
3n — 2
5
. -2
33 < e [-(Bn—-2)
5 < ¢-(B3n—=2) |:¢
5
- < 3n—-2 |+2
5
5)
-+2 < 3n |:3
€
242 -
3 n

n steht auf der grofleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

16



5.5 Aufgabe 5

Nachzuweisen ist:

Iim ——— =0
w35 3

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

2
‘O_——3n—3‘ < ¢

2
wiﬂn—3’ c

Der Nenner des Bruches ist stets negativ, der Zahler positiv. Da noch vor dem Bruch
ein Minuszeichen steht, ist der Betragsinhalt positiv.

2
~—5. 3 < € |- (=3n —3) (Achtung! Nenner negativ.)
E— n J—
-2 > e-(=3n—-3) |:¢
2
2> 3n-3 |+3
£
2
—g+3 > —3n ‘ Z(—3)
-2+3 .
-3 n

n steht auf der groBeren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

17



5.6 Aufgabe 6

Nachzuweisen ist:
) 12n —4
lim ———=—4
n—oo —3n — 10
Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert

ng erfillt ist.

120 — 4
‘_ T 3n-10| - °
‘—4(—371—10)_ 24|
—3n — 10 —3n — 10
‘1271—1—40—1271—1—4 .
—3n — 10
14
3n—10| © °

Der Nenner des Bruches ist stets negativ, der Zahler positiv. Daher kehrt sich beim
Auflésen des Betrages das Vorzeichen um.

44
T T3,_-10 = ° |- (—=3n —10) (Negativer Nenner!)
—44 > e-(=3n—10) |:¢
44
~Z s 3n—10 |+10
5
44
_?4—10 > —3n |:(=3)
-1 410
—— <
—3 n

n steht auf der gréfleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.

18



5.7 Aufgabe 7

Nachzuweisen ist:
. &n —4
lm —— = —4
n—oo —2n + 11

Es muss gezeigt werden, dass die Ungleichung |g — a,| < ¢ fiir alle n ab einem Startwert
ng erfillt ist.

8n —4
‘_ T Tonraa| T O°
’—4-(—2n+11)_ 8n —4 - .
—2n+11 —2n + 11
8n — 44 — 8n + 4
“on 11 <€
—40
“onta1 ©°

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird die weitere Untersuchung auf alle n > 5
eingegrenzt. In diesem Bereich ist der Zahler und der Nenner negativ. Beim Auflésen
des Betrages bleibt also das Vorzeichen erhalten.

—40
“on+ 11 < € |-(—2n+11) (Nenner negativ!)
—40 > e-(=2n+11) |:e
4
A > —2n+11 |—11
5
40
—— =11 > —2n |:(-2)
€
13
— <
9 n

n steht auf der grofleren Seite des Ungleichungszeichens. = Der Beweis ist erbracht.
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5.8 Aufgabe 8

Zu bestimmen ist:

. 12n — 9
lim —

n—oo —3n — 4

Da weder im Zahler noch im Nenner ein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst
umgeformt werden, bevor man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im
Zahler und im Nenner n aus und kiirzen anschlieBend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist

das moglich.

I;

12n — 9
n—oo —3n — 4

12n — 9

. on-(12-2)
lim ————"%
M (8 1)
122 :
lim % | Quotientenregel
n—oo —3 — -
lim (12 — 2)
Ll o~ | Summenregel
lim (—3 — 5)
n—oo

lim 12 — lim 2
n—00 n—oo™

e | Konstantenregel
A (=3) =l

lim12—-9- lim%
17,1%00 T "Too - | Grenzwerte einsetzen
(=8 =
12—-9-0
—-3—-4-0

12

3
—4
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5.9 Aufgabe 9

Zu bestimmen ist:

. 6n +3n —1
llm P S ——

Da weder im Zahler noch im Nenner ein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst
umgeformt werden, bevor man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im
Zahler und im Nenner n? aus und kiirzen anschlieBend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist

das moglich.

6n+3n —1
m —-—-
n—oo 3n? 4+ 3n — 10

6n%+3n —1
m -—-—
n—oo 3n2 4+ 3n — 10

=3

| Kiirzen

W D
+ |+
|

|
:mlg :wl'_‘ 3 |w|3 |w

—_
5
|

3

wlD x\::lH
~— [ —

| Quotientenregel

3 |w|3 |w

| Summenregel

lim 6 4+ lim 2 — lim %

n—oo n—oo n—oo
Konstantenregel /Produktregel
1im3+lim%—lim% | gel/ &
n—oo n—oo n—oo
lim6+3-1limi— limi- limi
n—oo n—o0 n—oo n—oo

lim3+3- lim%—l()- lim%- lim%
n—00 n—o00 n—00 n—r00

6+3-0—-0-0
3+3-0—-10-0-0

2

| Grenzwerte eins.
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5.10 Aufgabe 10

Zu bestimmen ist:

i n?+3

e n? —4n
Da weder im Zahler noch im Nenner ein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst
umgeformt werden, bevor man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im
Zahler und im Nenner n? aus und kiirzen anschlieBend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist
das moglich.

Cnen?3 . w143
lim ——— = lim
n—oco N2 — 4n n—00 n2 (1—%)
y 1143
T oabe 14
o Jim (G -1 )
— . —
Jam (1=3)
liml—liml—i—lim%
— n—oo n—oo n—oo
lim1— lim 2
n—oo n—oo
im:— lim1+3- lim+- lim
_ noo n— 00 n— 00 n— 00
lim1—4-lim%
n—oo n—oo
~ 0-1+43-0-0
N 1—4-0
2
— 3
g oSy

n—oo N2 —4n

22



5.11 Aufgabe 11

Zu bestimmen ist:
_ 2n3 — 4n

lim ————

n—oon? —2n — 1
Da weder im Zahler noch im Nenner ein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst
umgeformt werden, bevor man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im
Zahler und im Nenner n® aus und kiirzen anschlieBend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist
das moglich.

4
. 2n3 — 4n , nt- (2 - %)
lim —— = lim — -
n—>oon2—2n—1 n—>oon3.(___2__3)
n n n
- 1 2 - %
T T _z _ T
n2 n3
lim (2 -4
o n—>oo< n2>
o 1 2 1
Jim (5% —5)
lim 2 — lim &
o n—+00 n—oo ™
lim+ — lim % — lim %
n—oo™ n—oo™ n—oo™
lim2—4- lim+ - lim &
. n—00 n—oo n—o0
lim+—2-limi - lim+*—lim:: limi. lim2
n—oo™ n—oo™ n—oo™ n—oo” n—oo™ n—oo”
. 2n3 — 4n 2-4.0-0
lim 5 =
n—oon? —2n —1 0—-2-0-0—-0-0-0

Der Nenner ist Null. Das bedeutet, der Bruch ist nicht definiert, der gesuchte Grenz-
wert existiert nicht!
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5.12 Aufgabe 12

Zu bestimmen ist:

lim

n—oo 202 +5
Da im Nenner kein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst umgeformt werden, bevor
man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im Zihler und im Nenner n?
aus und kiirzen anschliefend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist das moglich.

4 _ n? -

4
1i _ 2

lim 2 + lim %
n—oo n—oo
4+ (1im )
n—oo
lim 245 - ( Tim 1)
n—oo n—oo
4.0
2450

= 0

. 4
lim
n—oo 2712 + 5
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5.13 Aufgabe 13
Zu bestimmen ist:
12n + 5n3 — 4
im
n—oo 3n? 4 bn — 10n3
Da im Nenner kein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst umgeformt werden, bevor

man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im Zahler und im Nenner n?
aus und kiirzen anschliefend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist das moglich.

12n +5n® — 4 ot (B4+5-%)
11m — hm 3 =
n—oo 3n? + Hn — 10n3 n—oo 3 . (54_?_10)
o5 =

QR Ty
lim (53 +5 - 55)
lim (2 + .5 —10)

n—oo

lim %—i— lim 5 — lim%

— n—o0 n—oo n—oo
lim 2 4 lim % — lim 10
n—oo n—o0 n—o0
12 lim -5 4 lim 5—4- lim =%
— n—oo n—r00 n—00
3-lim 45 lim =& — lim 10
n—o0 n—oo n—o0
_12:0+5-4-0
~ 3:0+5-0-10
10
12n + 5n® — 4 1
1m = —=
n—oo 3n? 4+ Hn — 10n3 2
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5.14 Aufgabe 14

Zu bestimmen ist:

oo 3n2 +3n —2nt

6n — 4n?

Da im Nenner kein Teilgrenzwert existiert, muss der Bruch erst umgeformt werden, bevor
man die Quotientenregel anwenden kann. Wir klammern im Zahler und im Nenner n?
aus und kiirzen anschliefend dadurch. Da stets n # 0 ist, ist das moglich.

6n> — 4n?

oo 3n? 4+ 3n — 2nt

6n° — 4n?

im
n—oo 3n? 4+ 3n — 2nt

4 (6 4
. n (E - r?)
lim 73 3
oot (55 45— 2)
6 _ 4
. n n2
Jim
n? n3
lim (& — &
o0 (n n2)
lim (3 + 32 —2
n~>oo( 2 n3 )
lim & — lim &
n—oo n n—oo n
lim 3 + lim 3 — lim 2
n—o00 n—oo " n—o0
6-lim £ —4.lim &
n—00 n—oo T

3- lim 25 +3- lim =5 — lim 2

n—oo n—oQ n—o0
6:0—4-0
3-0+3-0—2
-2

0
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