Aufgabe 41

Auf einem Bildschirm soll als Hintergrundbild das Bild eines
mehrfarbigen Wiirfels dargestellt werden. Im R? stellen die
Punkte

K (50[50/60) , A(90]20]60) und B(50|50/10)

drei Eckpunkte dieses Wiirfels dar. In der nebenstehenden
Grafik ist nur eine Fléiche farbig dargestellt.

1. Priifen Sie, ob die Kantenvektoren @ (Verlauf von K nach
A) und b (Verlauf von K nach B) tatsdchlich gleich lang sind
und einen rechten Winkel bilden!

2. Bestimmen Sie einen Vektor ¢, der sich als dritter Kan-
tenvektor eignet. Das bedeutet, er muss sowohl auf @ als auch auf b senkrecht stehen
und die gleiche Lénge wie @ und b haben.

3. Wieviele Pixel enthélt die hier gelb markierte Wiirfelfldche, die von den Vektoren
a und b aufgespannt wird auf dem zweidimensionalen Bildschirm? Hierzu sind
folgende Informationen erforderlich:

e Eine Einheit im Vektorraum ist eine Pixelbreite.

x
e Ein dreidimensionaler Vektor v = | y | wird auf dem zweidimensionalen
z

Bildschirm dargestellt durch die Transformation: v* = T +0,52 .
y+ 0,52



LOsung:
zu 1:

Zunéchst miissen die Kantenvektoren aus den Vektoren zu den Eckpunkten bestimmt
werden.

90 50 40
dg=A-K=1|2 |- 5 | = —30
60 60 0
50 50 0
b=B-K=1|5 |- 5 | = 0
10 60 —50

Gleiche Lange bedeutet gleiche Betrige. Zur Priifung werden die Betréige berechnet.

@) = /402 + (—30)2 + 02 = 50
5| = V707 507 = 50
Ergebnis: Die Betrége sind gleich, also sind die Kanten gleich lang.
Wenn die Vektoren zueinander orthogonal stehen, muss das Skalarprodukt Null ergeben.

a-b

4004 (—=30)- 040 (=5) =0

Ergebnis: Das Skalarprodukt ist Null, also bilden die Kanten wie gefordert einen Rechten
Winkel.

Zu 2:

Zur Losung gibt es zwei grundsétzlich verschiedene Losungsmoglichkeiten.

1. Man berechnet iiber das Vektorprodukt @ x b zunéichst einen Vektor, der auf @ und
b senkrecht steht. Dieser Vektor muss anschlieBend noch auf die richtige Lange
gebracht werden.

2. Uber die drei Bedingungen @ L ¢, b L ¢und |c] = |d| konnen drei Gleichungen zur
Berechnung der Komponenten des gesuchten Vektors ¢ aufgestellt werden.

Beide Varianten werden nun vorgestellt.

Losungsvariante 1:

) . 40 0 ~30-(=50)—0-0 1500
d=axb=| =30 | x| o |=[ 0.0-40-(=50) | =1 2000
0 —50 40 -0 — (—30) -0 0



Von diesem Vektor wird die Lénge (der Betrag) bestimmt:

M — /15002 + 20002 + 02 = 2500

Dieser Vektor d muss um den Faktor

gekiirzt werden. Damit erhélt man den gesuchten Vektor c.

F=\-d=—.
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Anmerkung: Auch der Gegenvektor zu ¢ mit

ist eine Losungsmoglichkeit.
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Losungsvariante 2: Ansatz mit dem allgemeinen Vektor ¢:

(1)
(2)
3) 1]

Aus (2) ergibt sich sofort:
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Vat+y?+ 22 = 50

0 |:(=50)

Setzt man das Ergebnis in (1) und (3) ein und formt um, erhélt man dieses Gleichungs-

system:

(3)

(1) 40z — 30y

x2+y2

0
2500

Da das Gleichungssystem nicht linear ist, muss
werden. (1) kann beispielsweise nach = aufgelost werden.

40x — 30y

40x

X

das Einsetzungsverfahren verwendet

0 |+30y
30y |:40

3

4



Einsetzen in (3):
2> +9y* = 2500

3 2
1Y +y% = 2500

9
Zo2 4?2 = 92
16 Yty 500
%5 5 _ 90 | 16
167 = 25
¥ = 1600 /
y = =440

Yy = 40 Yo = —40

Die Ergebnisse werden in die umgestellte Gleichung (1) eingesetzt.

30 -30
¢, = | 40 oder ¢, = —40
0 0

Da nur ein Vektor gesucht ist, kann man ihn sich aussuchen. Vermutlich wéhlen die
Schiiler den Vektor ohne Minuszeichen, also

30
c=1 40
0

Zu 3:

Es geniigt, wenn nur fiir die Vektoren @ und b eine Transformation in den R? auf @ und
b* durchgefiihrt wird. Die Fldche kann dann sinngemé$ iiber das Vektorprodukt a* x b*
bestimmt werden. Hierbei ist zu beachten, dass das Vektorprodukt a* x b* eigentlich
nicht existiert, da es nur im R?® definiert ist. Es muss also zuvor noch je eine dritte
Komponente mit dem Wert Null ergiinzt werden. Die in den R?® ergiinzten Vektoren

heiBen dann @** und b**.
. [ 404050 \ [ 40
“ =\ 2304+05-0 )\ =30

= (0205 50 ) = ()



Die ergéinzten Vektoren konnen gebildet werden.

40
a*= 1 —30
0
. —25
b = | —25
0
Das Vektorprodukt kann gebildet werden.
40 —25 —30-0—0-(—25) 0
a*xat=1 =30 | x| =25 | = 0-(—25)—40-0 = 0
0 0 40 - (—25) — (—=30) - (—25) —1750

Der Betrag dieses Vektors stellt die gelbe Fléche dar.

A =T x @ =+/02+ 02+ (=1750)2 = 1750

Ergebnis: | Die gesuchte Fliache beinhaltet 1750 Pixel.




