Aufgabe 4

Gegeben sind folgende drei Vektoren:

T . —2 3
a=1 -3 b= Y c=11
20 1 z

a) Bestimmen Sie zunéchst die Parameter z, y und z so, dass die drei Vektoren paarweise
aufeinander senkrecht stehen, also alb, @l¢ und bLc.

b) Nun soll z so veréndert werden, dass die drei Vektoren @, bund & komplanar werden.
Gehen Sie dabei von y = 6 und z = 0 aus.

c) Berechnen Sie die Linge des Vektors bl

d) Berechnen Sie den Winkel ¢, den die Vektoren @ und ¢ aus Aufgabenteil b) miteinan-
der bilden!



Losung:

a) Aus den drei Bedingungen fiir das Aufeinander-senkrecht-Stehen von jeweils zwei
Vektoren konnen drei Gleichungen gebildet werden.

ilb = da-b =0 = z-(=2) +(=3)-y +20-1 = 0
¢ = a-¢=0=  x-3 +(=3)-1 4+20-2 = 0
blé = b-2 =0 = —2.3  4+y-1 +1-z = 0

Die drei Gleichungen werden in die Normalform gebracht. Man erhélt ein Linearglei-
chungssystem, das mit jedem beliebigen Losungsverfahren gelost werden kann.

(1) —2x —3y = —20
(2) 3z +20z = 3
(3) y  tz o= 6

Losungsvariante 1: Einsetzungsverfahren
Gleichung (3) wird nach y umgestellt, das Ergebnis wird in beide anderen Gleichungen
eingesetzt.

y+z = 6 | — 2
y = 6—2
Einsetzen in (1) und (2):
In(l) —2x—3-(6—2) = —20
In (2) 31 +20: = 3
—2r—18+3z = -20 ‘—1-18
3z +20z = 3
—2r+4+3z = -2
3x+20z = 3

Fiir den néchsten Reduktionsschritt kommen wieder mehrere Losungsverfahren in Frage.
Eine sinnvolle Methode ist das Additionsverfahren.

—2r 43z = -2 |-3
3z 420z = 3 |-2
—6x 49z = —6 |
6x +40z = 6 |+
192 = 0 [:49
z =0

Einsetzen in die umgestellte Gleichung (3):
y=6—2=6—-0=6
Einsetzen des Ergebnisses in Gleichung (2):

3r+20z =
3r+20-0 =
3r =

_— W W W

Zusammengefasst: |z = 1 y==6 z=0




Losungsvariante 2: Cramersche Regel

—20 =3 0
3 0 20
6 1 1
I
-2 -3 0
3 0 20
0o 1 1
= 360+400+9
o 4049
49
T 49
r = 1
—2 =20 0
3 3 2
o 6 1
vy = 149
_ —6+240+60
a 49
294
49
y = 6

Der Parameter z kann durch Einsetzen dieser Ergebnisse in Gleichung (2) bestimmt

werden:
3z + 20z =

3r4+20-0 =

3z = |:3

_— W W W

Zusammengefasst: [z = 1 y==6 z=0

b) Zur Uberpriifung der Komplanaritiit gibt es zwei unterschiedliche Ansitze, die zu
zwei vollig unterschiedlichen Losungsanséitzen fithren.

Losungsvariante 1:
Die erste Variante geht von der Definition der Komplanaritit aus:

-

Nd+pb = ¢

T —2 3
Aol =3 | +u- 6 = 1
20 1 0



Hierzu kann man die Komponentengleichungen aufstellen:

Az +p-(=2) =
A (=3) +p -6

AT —2u
—3A +6p =
20\ +u =

(1)
(2)
(3) A-20 +p- 1
(1)
(2)
(3)

Gleichung (3) wird nach p umgestellt:

200+p = 0 | — 20\
pwo= —20X

Term fiir 1 in die anderen Gleichungen einsetzen:

In(1) Aoz —2-(=20))

SO = WO = W

— W= W

(1)
In(2) —3\ +6-(—20))
(la) A +40A
(2a) "o 1200 =

Aus Gleichung (2a) kann A berechnet werden.

—3A—120\ = 1
—123)2 = 1
1

123
Das Ergebnis wird in Gleichung (1a) eingesetzt:

Az 440N = 3

- =3
123 123

—x —40 = 369
—x = 409
r = —409

|+ (—123)



Loésungsvariante 2:
In dieser Losungsvariante nutzt man den Lehrsatz aus:

a, b und ¢ komplanar < det (5, l;, 5) =0
Diese Determinante wird aufgestellt und gleich Null gesetzt.

det (a, b 5) — 0

r -2 3
-3 6 1] =0

20 1 0

r -2 3 r =2
-3 6 1 -3 6 =0

20 1 0] 20 1
—40-9-360—z = 0
—409 = =z

r = —409

Aus beiden Losungsvarianten ergibt sich:

c) Die Lange eines Vektors ist sein Betrag.

‘g‘ — 02+ 03402 = \/(—2)2+ 6% + 12 = VAT ~ 6,403

Die Léange von b betriagt etwa: [ 6,403 Léngeneinheiten




d) Der Winkel kann mit Hilfe der nachfolgenden Grundformel berechnet werden:

S

a-b=ld- ‘(_{’ - cos Zab

Mit den vorgegebenen Daten heifit das:

a-¢ = |d|-|¢-cosp
o a-c
ANTRE

a-é

@Y = arccosm

ay-cy+as-co+as-cs
Vai+a3+ak-\JAE+cE+
—409-34+(-3)-1+4+20-0
V/(—409)% 4 (—3)2 +20% - /32 + 12 + (2
—1227-3

V167690 - /10
— 1230

V1676900
arccos(—0,9498)
161, 78°

= arccos

= arccos

arccos

arccos

QN

¥

Der Winkel zwischen @ und ¢ betrigt: | ¢ &~ 161, 78°




